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Ïîëÿ Ãàëóà - I
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Ïîëÿ Ãàëóà - I

Ïîëÿ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà

Ïîëå GF (p)

Z � åâêëèäîâî êîëüöî öåëûõ ÷èñåë (áåç äåëèòåëåé íóëÿ +
äåëåíèå ñ îñòàòêîì).

p � ïðîñòîå ÷èñëî.

(p) = {np | n ∈ Z} = pZ = {0, ±p, ±2p, . . .} � èäåàë

Z/pZ � êîëüöî âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ýòîãî èäåàëà: Z/pZ =
{0, 1, . . . , p− 1} � êëàññû îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà p:

0 = 0 + pZ ,

1 = 1 + pZ ,

. . .

p− 1 = (p− 1) + pZ .

Z = 0 ∪ 1 ∪ . . . ∪ p− 1.

Ïîñêîëüêó p � ïðîñòîå, òî Z/pZ � ïîëå.
Ýòî ïðîñòåéøåå ïîëå Ãàëóà, îáîçíà÷åíèå � Fp èëè GF (p).
Âñå îïåðàöèè â ïîëå Fp � ïî mod p.
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Ïîëÿ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà

F3 è Z/4Z

F3 :

+ 0 1 2

0 0 1 2

1 1 2 0

2 2 0 1

· 0 1 2

0 0 0 0

1 0 1 2

2 0 2 1

Z/4Z :

+ 0 1 2 3

0 0 1 2 3

1 1 2 3 0

2 2 3 0 1

3 3 0 1 2

· 0 1 2 3

0 0 0 0 0

1 0 1 2 3

2 0 2 0 2

3 0 3 2 1
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Ïîëÿ Ãàëóà - I

Ïîëÿ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà

Õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ

Ïóñòü k � ïðîèçâîëüíîå ïîëå, 1 � åäèíèöà k. Ñêëàäûâàåì èõ:
1 = 1 , 2 = 1 + 1 , . . ..

Â êîíå÷íîì ïîëå âñåãäà íàéä¼òñÿ
ïåðâîå k òàêîå, ÷òî 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸

k ðàç

= 1. Òîãäà

k = ïîðÿäîê àääèòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ k =

= õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ k
def
= chark

Çíà÷åíèå k ïîðîæäàåò èäåàë k = (chark) â Z.

Z/(chark) � ïîëå i� k � ïðîñòîå ÷èñëî, ïîäïîëå k.

Åñëè âñå ñóììû 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
k

ðàçëè÷íû, òî chark = 0.

Ïðèìåðû: Q, R.
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Ïîëÿ Ãàëóà - I

Ïîëÿ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà

Ìîæåò ëè áåñêîíå÷íîå ïîëå èìåòü ïîëîæèòåëüíóþ
õàðàêòåðèñòèêó?

k � ïðîèçâîëüíîå (êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷íîå) ïîëå. Ïîñòðîèì:

1 k[x] � ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ P (x) = a0 +a1x+ . . .+anx
n,

a0, . . . , an ∈ k îò x ñ êîýôôèöèåíòàìè èç k.
2 k(x) � ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé íàä k. Â í¼ì

Ýëåìåíòû � �äðîáè� P/Q (åñëè Q 6= 0), ãäå P,Q ∈ k[x].

Óìíîæåíèå � P/Q · U/V = (PU)/(QV ).

Ýêâèâàëåíòíîñòü � P1/Q1 = P2/Q2, åñëè P1Q2 = P2Q1.

Ñëîæåíèå � äðîáè ìîæíî ïðèâîäèòü ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ
è ñêëàäûâàòü:

P/Q+U/v = (PV )/(QV )+(QU)/(QV ) = (PV+QU)/(QV ).

Âêëþ÷åíèå � Ïîñêîëüêó k[x] ⊂ k(x), òî êàæäûé ìíîãî÷ëåí
P îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ P/1.

Åñëè â êà÷åñòâå k âçÿòü êîíå÷íîå ïîëå Fp, òî Fp(x) �
áåñêîíå÷íîå ïîëå ñ õàðàêòåðèñòèêîé p.
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Ïîñòðîåíèå ïîëåé Ãàëóà

Ðàçäåë II

Êîäû Á×Õ

4 Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ
êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

5 ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Ëèíåàðèçàöèÿ

6 Àëãåáðàè÷åñêèå ðåø¼òêè

Ðåø¼òêè
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Ïîñòðîåíèå ïîëåé Ãàëóà

Ñèëüíîå óïðîùåíèå âû÷èñëåíèé â ïîëå ïîëîæèòåëüíîé
õàðàêòåðèñòèêè

Ëåììà

Â ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0 âûïîëíåíî òîæäåñòâî

(a+ b)p = ap + bp.

Äîêàçàòåëüñòâî

Â ëþáîì êîììóòàòèâíîì êîëüöå âåðíà ôîðìóëà äëÿ áèíîìà

(a+ b)p = ap + C1
pa

p−1b+ . . .+ Cp−1p abp−1 + bp.

Íî ïðè i = 1, . . . , p − 1 ÷èñëèòåëü Cip = p!
i!(p−i)! äåëÿòñÿ íà p, à

çíàìåíàòåëü � íåò, ∴ Cip ≡p 0.

Ñëåäñòâèå

Â ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0 ñïðàâåäëèâî (a+ b)p
n

= ap
n

+ bp
n
.
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Ïîñòðîåíèå ïîëåé Ãàëóà

Ìóëüòïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà è ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ Fp

F∗p
def
= Fp r {0} = { 1, . . . , p− 1 } � ìóëüòïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà

ïîëÿ Fp.

Óòâåðæäåíèå

F∗p � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà p− 1 ïî óìíîæåíèþ.

F∗p ñîäåðæèò ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò α �

ïîðÿäîê α ðàâåí p− 1, ò.å.
αp−1 = 1 è αi 6= 1 äëÿ 0 < i < p− 1.
ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò β ∈ F∗p ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ñòåïåíüþ
ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà: β = αi, i = 0, 1, . . . , q − 1.

Óòâåðæäåíèå

Ãðóïïà F∗p èìååò ϕ(p− 1) ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ.
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Ïîñòðîåíèå ïîëåé Ãàëóà

Ôóíêöèÿ Ýéëåðà

ϕ(n) � ôóíêöèÿ Ýéëåðà ò.å. êîëè÷åñòâî ÷èñåë ðÿäà èç
èíòåðâàëà [ 1, . . . , n− 1 ], âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n:

ϕ(1) = 1 (ïî îïðåäåëåíèþ), ϕ(2) = 1, ϕ(3) = ϕ(4) = 2,

ϕ(5) = 4, ϕ(6) = |{1, 5}| = 2, . . .

Ñâîéñòâà:
ϕ(n) > n− 1 è ϕ(p) = p− 1, åñëè p � ïðîñòîå;

ϕ(nm) = nm−1ϕ(n − 1), ò.å. ϕ(pm) = pm−1(p − 1), åñëè
p � ïðîñòîå;

åñëè m è n âçàèìíî ïðîñòû, òî ϕ(m ·n) = ϕ(m) ·ϕ(n) (ò.å.
ϕ(n) � ìóëüòïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ);

â îáùåì ñëó÷àå ϕ(m ·n) = ϕ(m) ·ϕ(n) · d
ϕ(d) , ãäå d = (m,n).

Ïðèìåð

ϕ(15) = ϕ(3 · 5) = ϕ(3) · ϕ(5) = (3− 1)(5− 1) = 8.
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Ïîëÿ Ãàëóà - I

Ïîñòðîåíèå ïîëåé Ãàëóà

Êàê íàéòè ïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû ïîëÿ Fp?

Åñëè ïðèìàðíîå ðàçëîæåíèå (p− 1) �

èçâåñòíî � ýëåìåíò α ∈ Fp áóäåò ïðèìèòèâíûì i�

α
p−1
q 6≡p 1 äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî q | (p− 1).

íåèçâåñòíî � ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ ïðèìèòèâíîãî
ýëåìåíòà íå íàéäåíî (èñïîëüçóþò âåðîÿòíîñòíûå
àëãîðèòìû).

Åñëè íàéäåí îäèí ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò, îñòàëüíûå íàõîäÿòñÿ
âîçâåäåíèåì åãî â ñòåïåíè, âçàèìíî ïðîñòûå ñ ÷èñëîì p− 1 .
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Íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû

Óòâåðæäåíèå

Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ k[x] íàä ïîëåì k � åâêëèäîâî.

Òåîðåìà

Êàæäûé ýëåìåíò åâêëèäîâà êîëüöà îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî
ïåðåñòàíîâîê ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ýëåìåíòîâ. è
äåëèòåëåé åäèíèöû.

Ïðîñòûå (íåðàçëîæèìûå) ýëåìåíòû k[x] � íåïðèâîäèìûå
ìíîãî÷ëåíû.

Âîïðîñû äëÿ ïîëåé C, R, Q è Fp:

1 êàêèå ìíîãî÷ëåíû íàä íèìè íåïðèâîäèìû?
2 êàê íàõîäèòü íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû?
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Ïîñòðîåíèå ïîëåé Ãàëóà

Ñâîéñòâà êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ

Óòâåðæäåíèå

Îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f íà ìíîãî÷ëåí ïåðâîé ñòåïåíè
(x−a) ðàâåí f(a). Â ÷àñòíîñòè, f äåëèòñÿ íà (x−a) i� a ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì f , ò. å. f(a) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ðàçäåëèì f ñ îñòàòêîì íà x− a. Îñòàòîê äîëæåí èìåòü ñòåïåíü
0, ò.å. f(x) = q · (x− a) + b, îòêóäà f(a) = b.
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Ïîëÿ Ãàëóà - I

Ïîñòðîåíèå ïîëåé Ãàëóà

Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû

Ëåììà

Ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n èìååò íå áîëåå n êîðíåé. Åñëè äâà
ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè íå âûøå n êàê ôóíêöèè ðàçëè÷íû, òî èõ
çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò íå áîëåå ÷åì â n òî÷êàõ.

⇒ Óêàçàííûå ìíîãî÷ëåíû ¾ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ îäèí îò
äðóãîãî¿.

Ýòî ñâîéñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ëåæèò â îñíîâå ìíîãèõ èõ
ïðèìåíåíèé â êîìáèíàòîðèêå è â òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêå.

Òåîðåìà (îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû)

Âñÿêèé ìíîãî÷ëåí ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè íàä ïîëåì C èìååò
êîðåíü.
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Ïîëÿ Ãàëóà - I

Ïîñòðîåíèå ïîëåé Ãàëóà

Íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû íàä C, R è Q

Íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû:

â ïîëå C � òîëüêî ìíîãî÷ëåíû 1-é ñòåïåíè;
â ïîëå R �

1 ìíîãî÷ëåíû 1-é ñòåïåíè,
2 ìíîãî÷ëåíû 2-é ñòåïåíè ñ îòðèöàòåëüíûì
äèñêðèìèíàíòîì;

â ïîëå Q � ñóùåñòâóþò íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû
ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè (íàäî ïîêàçàòü).
Âîïðîñ î ïðèâîäèìîñòè ìíîãî÷ëåíà ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó
î ðàçëîæåíèè íà ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè
êîýôôèöèåíòàìè.
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Ïîëÿ Ãàëóà - I

Ïîñòðîåíèå ïîëåé Ãàëóà

Êðèòåðèé Ýéçåíøòåéíà � äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
íåïðèâîäèìîñòè ìíîãî÷ëåíîâ íàä Q

Òåîðåìà (êðèòåðèé Ýéçåíøòåéíà)

Åñëè äëÿ ìíîãî÷ëåíà anxn + . . . + a1x + a0 ñ öåëûìè
êîýôôèöèåíòàìè ñóùåñòâóåò òàêîå ïðîñòîå p, ÷òî (1) p - an,
p | ai ïðè i = 0, 1, . . . , n − 1 è (2) p2 - a0, òî ýòîò ìíîãî÷ëåí
íåïðèâîäèì.

Ïðèìåð

2x4 − 6x3 + 15x2 + 21 íåïðèâîäèì ïî êðèòåðèþ Ýéçåíøòåéíà
(p = 3).

Ïðèìåð (ñóùåñòâîâàíèå íàä Q íåïðèâîäèìûõ
ìíîãî÷ëåíîâ ëþáîé ñòåïåíè)

Ìíîãî÷ëåí xn − 2 äëÿ âñÿêîãî n > 0 íåïðèâîäèì íàä Q ïî
êðèòåðèþ Ýéçåíøòåéíà äëÿ p = 2.
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Ïîëÿ Ãàëóà - I

Ïîñòðîåíèå ïîëåé Ãàëóà

Íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû íàä Fp � îñíîâíîé äëÿ íàñ
ñëó÷àé

Ïðèìåð (p = 2)

Äàíî: ïîëå F2 = 〈{0, 1},+mod2, ·mod 2〉.
Òðåáóåòñÿ: íàéòè âñå íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíåé 2, 3,
4 íàä íèì.

Âòîðàÿ ñòåïåíü: x2 + ax+ b
ßñíî, ÷òî b = 1, èíà÷å x2 + ax = x(x+ a).
Èùåì íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí â âèäå x2 + ax + 1. Òàêèõ
ìíîãî÷ëåíîâ âñåãî äâà: x è x + 1, à äåëèìîñòü íà ïåðâûé ìû
óæå èñêëþ÷èëè, òî îñòàëîñü èñêëþ÷èòü äåëèìîñòü íà x + 1.
Äåëàåì çàìåíó y = x+ 1 (x = y + 1): (y + 1)2 + a(y + 1) + 1 =
y2 + ay + (1 + a+ 1), ñâîáîäíûé ÷ëåí äîëæåí áûòü 6= 0.
∴ íàä F2 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíè 2 � x2 + x+ 1.
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Ïîñòðîåíèå ïîëåé Ãàëóà

Íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû íàä Fp...

Òðåòüÿ ñòåïåíü: x3 + ax2 + bx+ 1 (ïî÷åìó ñâîáîäíûé ÷ëåí íå
ðàâåí íóëþ?)
Èñêëþ÷àåì (êàê ñäåëàíî ðàíåå) äåëèìîñòü íà x+ 1 � ïîëó÷àåì
óñëîâèå a+ b 6= 0, ò.å. [

a = 0, b = 1 ,
a = 1, b = 0 .

∴ íàä F2 ñóùåñòâóåò äâà íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè 3 �

x3 + x2 + 1 ,

x3 + x+ 1 .
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Ïîñòðîåíèå ïîëåé Ãàëóà

Íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû íàä Fp...

×åòâ¼ðòàÿ ñòåïåíü: x4 + ax3 + bx2 + cx+ 1
Èñêëþ÷åíèå äåëèìîñòè íà x+ 1 ïðèâîäèò ê óñëîâèþ a+ b+ c = 1,
ò.å. èìååòñÿ 4 âàðèàíòà, êîòîðûå äàþò 3 ðåøåíèÿ:

a b c ìíîãî÷ëåí

0 0 1 x4 + x+ 1
0 1 0 x4 + x2 + 1 � ïðèâîäèìûé
1 0 0 x4 + x3 + 1
1 1 1 x4 + x3 + x2 + x+ 1

Îòêóäà âçÿëñÿ åù¼ îäèí ïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí?
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Íî ìíîãî÷ëåí 4-é ñòåïåíè ìîæåò ðàçëàãàòüñÿ â ïðîèçâåäåíèå äâóõ
íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ 2-é ñòåïåíè:

x4 + x2 + 1 = (x2 + x+ 1)2.
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Ïîëÿ Ãàëóà - I

Ïîñòðîåíèå ïîëåé Ãàëóà

Íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû íàä Fp...

×åòâ¼ðòàÿ ñòåïåíü: x4 + ax3 + bx2 + cx+ 1
Èñêëþ÷åíèå äåëèìîñòè íà x+ 1 ïðèâîäèò ê óñëîâèþ a+ b+ c = 1,
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Ïîëÿ Ãàëóà - I

Ïîñòðîåíèå ïîëåé Ãàëóà

Íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû íàä F3

Ïîëå F3 = 〈 {0, 1, 2}, +3, ·3 〉 ⇒ êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ F3[x].

Ìíîãî÷ëåíû ïîðÿäêà 1:

x 2x

x+ 1 2x+ 1

x+ 2 2x+ 2

Êàêèå èç íèõ íåïðèâîäèìû? Âñå!

Íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû ïîðÿäêà 2 â F3[x]:

x2 + 1 2x2 + x+ 1

x2 + x+ 2 2x2 + 2x

x2 + 2x+ 2

x2 + 2
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Ïîëÿ Ãàëóà - I

Ïîñòðîåíèå ïîëåé Ãàëóà

Ñóùåñòâîâàíèå è íàõîæäåíèå íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ

Òåîðåìà (î ñóùåñòâîâàíèè íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ)

Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíîãî n è ïðîñòîãî p íàä Fp ñóùåñòâóåò
íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n.

Äîêàçàòåëüñòâî
� îòëîæèì ïîêà.

Âîïðîñ

Êàê â Fp[x] íàéòè íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí?
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Îòâåò: íåò ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ

(èç òàáëèö, ïðåáîðîì...)
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Ïîëÿ Ãàëóà - I

Ïîñòðîåíèå ïîëåé Ãàëóà

Ïîñòðîåíèå êîíå÷íûõ ïîëåé

� ñ èñïîëüçîâàíèåì íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

1 Âûáèðàåì ïðîñòîå p è ôèêñèðóåì ïîëå

Fp = 〈{ 0̄, 1̄, . . . , p− 1}, +mod p, ·mod p 〉.
2 Îáðàçóåì êîëüöî Fp[x] ìíîãî÷ëåíîâ íàä íèì.

3 Âûáèðàåì íàòóðàëüíîå n è íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí n-é
ñòåïåíè P (x) = anx

n + . . .+ a1x+ a0 ∈ Fp[x].

4 Èäåàë (P (x)) ïîðîæäàåò ôàêòîðìíîæåñòâî Fp[x]/(P (x)),
ýëåìåíòû êîòîðîãî ñóòü ñîâîêóïíîñòü {R(x)} îñòàòêîâ îò
äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ f ∈ Fp[x] íà P (x):

f(x) = Q(x) · P (x) +R(x) .

Óòâåðæäåíèå

Ìíîæåñòâî {R(x)} ÿâëÿåòñÿ ïîëåì Ãàëóà GF (pn).
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Ïîëÿ Ãàëóà - I

Ïîñòðîåíèå ïîëåé Ãàëóà

Ïîñòðîåíèå êîíå÷íûõ ïîëåé...

Äîêàçàòåëüñòâî

1 êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ Fp[x] åâêëèäîâî, èäåàë (P (x)) �
ìàêñèìàëüíûé ⇒ {R(x)} � ïîëå;

2 |{R(x)}| = ÷èñëî ìíîãî÷ëåíîâ íàä Fp ñòåïåíè íå âûøå n−1,
ò.å. |{R(x)}| = pn.

Ïîëå Ãàëóà {R(x)} íàçûâàåòñÿ
ðàñøèðåíèåì n-é ñòåïåíè ïîëÿ Fp è îáîçíà÷àåòñÿ Fnp .

Âîïðîñ

Ïî÷åìó â îáîçíà÷åíèè Fnp íå èñïîëüçóåòñÿ ìíîãî÷ëåí P (x), ñ
ïîìîùüþ êîòîðîãî ïîñòðîåíî ïîëå?

Òåîðåìà

Ëþáîå êîíå÷íîå ïîëå èçîìîðôíî êàêîìó-íèáóäü ïîëþ Ãàëóà Fnp .
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Ïîëÿ Ãàëóà - I

Ïîñòðîåíèå ïîëåé Ãàëóà

Ïðèìåð: ïîñòðîåíèå ïîëÿ F23

Âûáåðåì íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí â F3[x] : x2 + 1.
Èñêîìîå ïîëå åñòü F23 =

= F3[x]/(x2 + 1) = { 0, 1, 2, x, x+ 1, x+ 2, 2x, 2x+ 1, 2x+ 2 }.

Ìîæíî ñîñòàâèòü òàáëèöó ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ â ýòîì ïîëå.
Íàïðèìåð (ïðèìåíÿåì îáû÷íûå ïðàâèëà ñ ó÷¼òîì x2 ≡3 2):

(x+ 1) + (x+ 2) = 2x, (x) · (2x) = 1,

(2x+ 1) + (x) = 1, (2x+ 1) · (x) =x+ 1.
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Ïîëÿ Ãàëóà - I

Ïîñòðîåíèå ïîëåé Ãàëóà

Ïîñòðîåíèå ïîëÿ F23...

Çàìåòèì, ÷òî

(x+ 1)1 =x+ 1, (x+ 1)5 = 2x+ 2,

(x+ 1)2 = 2x, (x+ 1)6 =x,

(x+ 1)3 = 2x+ 1, (x+ 1)7 =x+ 2,

(x+ 1)4 = 2, (x+ 1)8 = 1.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî α = x+ 1 � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò
ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû F2∗3 .

Âîïðîñ

×òî áóäåò, åñëè ïðè ïîñòðîåíèè ïîëÿ âìåñòî x2 + 1 âçÿòü äðóãîé
íåïðèâîäèìûé â F3[x] ìíîãî÷ëåí? Íàïðèìåð, 2x2 + x+ 1?

Îòâåò: ïîëó÷èòñÿ ïîëå, èçîìîðôíîå ïîñòðîåííîìó.
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Ïîëÿ Ãàëóà - I

Ëèíåéíàÿ àëãåáðà íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Ðàçäåë I

1 Êîíå÷íûå ïîëÿ èëè ïîëÿ Ãàëóà - I

Ïîëÿ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà

Ïîñòðîåíèå ïîëåé Ãàëóà

Ëèíåéíàÿ àëãåáðà íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì

2 Êîíå÷íûå ïîëÿ èëè ïîëÿ Ãàëóà - II

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ïîëÿ Ãàëóà èç pn

ýëåìåíòîâ

Öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà

Çàäà÷è

3 Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè êîäèðîâàíèÿ

Öèêëè÷åñêèå êîäû
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Ïîëÿ Ãàëóà - I

Ëèíåéíàÿ àëãåáðà íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Ðàçäåë II

Êîäû Á×Õ

4 Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ
êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

5 ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Ëèíåàðèçàöèÿ

6 Àëãåáðàè÷åñêèå ðåø¼òêè

Ðåø¼òêè



Ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà 32 / 225

Ïîëÿ Ãàëóà - I

Ëèíåéíàÿ àëãåáðà íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî: îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå

Àáñòðàêòíûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì k = {α, . . .}
íàçûâàåòñÿ äâóõîñíîâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà V = 〈V,k; +, · 〉, ãäå

V = {0, v, . . .} � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî,

+ � áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ íàä V : V × V +→ V ,
· � áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ýëåìåíòà (¾÷èñëà¿) èç k íà

ýëåìåíò (¾âåêòîð¿) èç V : k× V ·→ V ,

ïðè÷¼ì îïåðàöèè + è · óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

L1: V � êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ, 0 � å¼
íåéòðàëüíûé ýëåìåíò.

L2: α · (v1 + v2) = α · v1 + α · v2, (α1 + α2) · v = α1 · v + α2 · v,
(äèñòðèáóòèâíîñòü · îòíîñèòåëüíî +),

L3: α · (β · v) = (αβ) · v (êîìïîçèöèÿ óìíîæåíèé íà äâà
ýëåìåíòà ïîëÿ ñîâïàäàåò ñ óìíîæåíèåì èõ ïðîèçâåäåíèå,
¾àññîöèàòèâíîñòü¿ îïåðàöèé óìíîæåíèÿ ïîëÿ è ·),

L4: 1 · v = v (óíèòàëüíîñòü).
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Ïîëÿ Ãàëóà - I

Ëèíåéíàÿ àëãåáðà íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî

Ïðèìåð

Ïóñòü V = k
n � ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n,

ñîñòàâëåííûõ èç ýëåìåíòîâ ïîëÿ k. Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå íà ÷èñëî
îïðåäåëÿþòñÿ ïîêîìïîíåíòíî.
Ïîëó÷èâøàÿñÿ ñòðóêòóðà � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.
Åãî íàçûâàþò n-ìåðíûì êîîðäèíàòíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì k.
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Ëèíåéíàÿ àëãåáðà íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Ëåììà

Ïîëå k õàðàêòåðèñòèêè p > 0 åñòü âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä Fp.

Äîêàçàòåëüñòâî

ñëîæåíèå � íàñëåäóåòñÿ îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ â ïîëå k;
óìíîæåíèå � ïîäìíîæåñòâî

F = {0, 1, 1 + 1, . . . , 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
p−1

} ⊆ k

åñòü ïîäïîëå, èçîìîðôíîå Fp, ÷òî ïîçâîëÿåò çàìåíÿòü
ïðè óìíîæåíèè ¾÷èñëà¿ èç Fp íà ñîîòâåòñòâóþùèå
ýëåìåíòû èç F ;

àêñèîìû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà � âûïîëíÿþòñÿ â ñèëó
ñâîéñòâ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â ïîëå k.

Ñëåäñòâèå

Êîíå÷íîå ïîëå (êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî) ñîñòîèò èç pn

ýëåìåíòîâ, p � ïðîñòîå, n � íàòóðàëüíîå.
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Ëèíåéíàÿ àëãåáðà íàä êîíå÷íûì ïîëåì
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Ëèíåéíàÿ àëãåáðà íàä êîíå÷íûì ïîëåì
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Ëèíåéíàÿ àëãåáðà íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Ïîëÿ Ãàëóà êàê êîëüöà âû÷åòîâ èëè âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

Êîíå÷íóþ ÀÑ Fnp ñ ýëåìåíòàìè-ìíîãî÷ëåíàìè

M = { a0 + a1x+ . . .+ an−1x
n−1 } ⊂ Fp[x]

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

ôàêòîðêîëüöî âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ íåêîòîðîãî íåïðèâîäèìîãî
ìíîãî÷ëåíà f(x) ñòåïåíè n íàä ïîëåì Fp:

Fnp = 〈Fp/(f(x)); +p, ·p 〉 ;

èëè êàê

n-ìåðíîå êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì Fp:

Fnp = 〈M,Fp; +p, ·p 〉 .
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Ïîëÿ Ãàëóà - I

Ëèíåéíàÿ àëãåáðà íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Áàçèñ â Fnp

Òåîðåìà

Ýëåìåíòû 1, x, . . . , xn−1 îáðàçóþò áàçèñ Fnp .

Äîêàçàòåëüñòâî

Ëþáîé îñòàòîê ïðåäñòàâèì â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
óêàçàííûõ âåêòîðîâ:

a0 + a1x+ . . .+ an−1xn−1 = a01 + a1x+ . . .+ an−1xn−1.

a0 + a1x+ . . .+ an−1xn−1 = a01 + a1x+ . . .+ an−1xn−1.

È îáðàòíî, ïóñòü b01 + b1x+ . . .+ bn−1xn−1 = 0.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí g = b0+b1x+. . .+bn−1x

n−1 äåëèòñÿ
íà ìíîãî÷ëåí n-é ñòåïåíè f(x). Ïîñêîëüêó ïðè óìíîæåíèè
ìíîãî÷ëåíîâ èõ ñòåïåíè ñêëàäûâàþòñÿ, ýòî âîçìîæíî ëèøü ïðè
g = 0.
∴ ñèñòåìà 1, x, . . . , xn−1 ëèíåéíî íåçàâèñèìà.
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Ëèíåéíàÿ àëãåáðà íàä êîíå÷íûì ïîëåì
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Ëèíåéíàÿ àëãåáðà íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Ðàñøèðåíèå ïîëÿ R

Çàìå÷àíèå

Ïîñòðîåíèå ïîëÿ ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ íåêîòîðîãî
íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà è àíàëîãè äîêàçàííûõ òåîðåì
ñïðàâåäëèâû íå òîëüêî â ñëó÷àå êîíå÷íûõ ïîëåé.

Íàïðèìåð,

ðàññìîòðèì ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R è êîëüöî
ìíîãî÷ëåíîâ R[x];
âîçüì¼ì íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí x2 + 1 ∈ R[x];
ïîñòðîèì ïîëå êàê ôàêòîðêîëüöî R[x]/(x2 + 1).

Ïîëó÷èëîñü âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R, åãî áàçèñ � 1, x è
êàæäûé ýëåìåíò ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå a1 + bx.
Ïîëó÷åííîå ïîëå èçîìîðôíî ïîëþ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C:
èçîìîðôèçì çàäà¼òñÿ ñîîòâåòñòâèåì

1 7→ 1, x 7→ i .
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Ëèíåéíàÿ àëãåáðà íàä êîíå÷íûì ïîëåì
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Ïîëÿ Ãàëóà - I

Ëèíåéíàÿ àëãåáðà íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Ïîäïîëÿ Fnp

Ëåììà

Åñëè ïîëå Fnp ñîäåðæèò ïîäïîëå Fkp, òî k | n.

Äîêàçàòåëüñòâî

Åñëè ïîëå k1 ñîäåðæèòñÿ â ïîëå k1 ⊂ k2, òî ýëåìåíòû k2

ìîæíî óìíîæàòü íà ýëåìåíòû èç k1, à ðåçóëüòàòû ñêëàäûâàòü.
Ïîýòîìó ïîëå k2 ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì
k1 ðàçìåðíîñòè d. Çíà÷èò, â íåì |k1|d ýëåìåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì
pn = (pk)d, ÷òî è îçíà÷àåò äåëèìîñòü n íà k.
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Ïîëÿ Ãàëóà - I

Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Ðàçäåë I

1 Êîíå÷íûå ïîëÿ èëè ïîëÿ Ãàëóà - I

Ïîëÿ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà

Ïîñòðîåíèå ïîëåé Ãàëóà

Ëèíåéíàÿ àëãåáðà íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì

2 Êîíå÷íûå ïîëÿ èëè ïîëÿ Ãàëóà - II

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ïîëÿ Ãàëóà èç pn

ýëåìåíòîâ

Öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà

Çàäà÷è

3 Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè êîäèðîâàíèÿ

Öèêëè÷åñêèå êîäû
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Ïîëÿ Ãàëóà - I

Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Ðàçäåë II

Êîäû Á×Õ

4 Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ
êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

5 ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Ëèíåàðèçàöèÿ

6 Àëãåáðàè÷åñêèå ðåø¼òêè

Ðåø¼òêè
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Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí

Ðàññìîòðèì ïîëå Fnp , à â í¼ì � êàêîé-íèáóäü ýëåìåíò β è
áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ ìíîãî÷ëåíàìè, äëÿ êîòîðûõ ýòîò ýëåìåíò
ÿâëÿåòñÿ êîðíåì.

Îïðåäåëåíèå

Ìíîãî÷ëåí m(x) íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé ôóíêöèåé (èëè
ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì, ì.ì.) äëÿ β, åñëè m(x) �
íîðìèðîâàííûé ìíîãî÷ëåí (ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1)
ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè, äëÿ êîòîðîãî β ÿâëÿåòñÿ êîðíåì.

Äðóãèìè ñëîâàìè, äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ òðè ñâîéñòâà:

1 m(β) = 0;
2 deg f(x) < degm(x) ⇒ f(β) 6= 0;
3 êîýôôèöèåíò ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè â m(x) ðàâåí 1.
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Ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû: ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ

Ðàññìîòðèì Fnp = Fp[x]/(a(x)), ãäå
a(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx

n � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí.
Òîãäà äëÿ êëàññà âû÷åòîâ x ∈ Fnp ìíîãî÷ëåí a−1n a(x) �
ìèíèìàëüíûé.

1 a01+a1x+ . . .+anx
n = a0 + a1x+ . . .+ anxn = 0 ò.å. x �

êîðåíü a(x), íî òîãäà x ÿâëÿåòñÿ êîðíåì è a−1n a(x).

2 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí b0 + b1x + . . . +
bn−1x

n−1, äëÿ êîòîðîãî

b01+b1x+. . .+bn−1x
n−1 = b01+b1x+. . .+bn−1xn−1 = 0.

Ýòî ðàâåíñòâî çàäàåò ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ìåæäó êëàññàìè
1, x, . . . , xn−1, êîòîðûå îáðàçóþò áàçèñ ïîëÿ êàê âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà íàä Fp.
Ïîýòîìó b0 = b1 = . . . = bn−1 = 0.
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Ñâîéñòâà ìèíèìàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ

Óòâåðæäåíèå

Ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû íåïðèâîäèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü m(x) � ì.ì. è m(x) = m1(x)m2(x).
Èìååì

m(β) = 0 ⇒
[
m1(β) = 0
m2(β) = 0

.

Íî degm1 < m(x) è degm2 < m(x), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ìèíèìàëüíîñòè m(x).
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Ñâîéñòâà ìèíèìàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ...

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü m(x) � ì.ì. äëÿ β, è f(β) = 0. Òîãäà f(x) äåëèòñÿ íà m(x).

Äîêàçàòåëüñòâî

Ðàçäåëèì f(x) íà m(x) ñ îñòàòêîì:

f(x) = u(x)m(x) + v(x) , deg v < degm.

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ðàâåíñòâî β, ïîëó÷àåì

0 = f(β) = u(β)m(β) + v(β) = v(β) ,

ò.å. β � êîðåíü v(x), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè m(x).
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Ñâîéñòâà ìèíèìàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ...

Ñëåäñòâèå

Äëÿ êàæäîãî β åñòü ðîâíî îäíà ìèíèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ìèíèìàëüíûõ ôóíêöèé äâå.
Îíè âçàèìíî äåëÿò äðóã äðóãà, à çíà÷èò, ðàçëè÷àþòñÿ íà
îáðàòèìûé ìíîæèòåëü (êîíñòàíòó).
Ïîñêîëüêó ìèíèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ íîðìèðîâàíà, ýòà êîíñòàíòà
ðàâíà 1, ò. å. ôóíêöèè ñîâïàäàþò.
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Îíè âçàèìíî äåëÿò äðóã äðóãà, à çíà÷èò, ðàçëè÷àþòñÿ íà
îáðàòèìûé ìíîæèòåëü (êîíñòàíòó).
Ïîñêîëüêó ìèíèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ íîðìèðîâàíà, ýòà êîíñòàíòà
ðàâíà 1, ò. å. ôóíêöèè ñîâïàäàþò.
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Ñâîéñòâà ìèíèìàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ...

Óòâåðæäåíèå

Äëÿ êàæäîãî β ∈ Fp ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ è åå
ñòåïåíü íå ïðåâîñõîäèò n.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ýëåìåíòû ïîëÿ Fp: 1, β, β2, . . . , βn, èõ
n + 1 øòóêà, à ðàçìåðíîñòü Fnp êàê âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà
íàä Fp ðàâíà n. Çíà÷èò, ýòè ýëåìåíòû ëèíåéíî çàâèñèìû, ò.å.
ñóùåñòâóþò òàêèå êîýôôèöèåíòû c0, . . . , cn, ÷òî

c0 + c1β + . . .+ cnβn = 0 .

ò.å. β � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(x) = c0 + c1x + . . . + cnx
n.

Ìèíèìàëüíîé ôóíêöèåé äëÿ β áóäåò íåêîòîðûé íîðìèðîâàííûé
íåïðèâîäèìûé äåëèòåëü f(x).
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Ìíîãî÷ëåíû íàä êîíå÷íûì ïîëåì: ñâîéñòâà

Òåîðåìà

Ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò ïîëÿ Fnp ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà

xp
n−1 − 1, ò.å.

xp
n−1 − 1 = (x− β1) · . . . · (x− βpn−1),

ãäå {β1, . . . , βpn−1 } = Fn∗p = Fnp r {0}.

Äîêàçàòåëüñòâî

Fn∗p � ãðóïïà ïî óìíîæåíèþ ïîðÿäêà pn − 1.
Ïîðÿäîê ëþáîãî ýëåìåíòà α ∈ Fn∗p (ò.å. ïîðÿäîê öèêëè÷åñêîé
ïîäãðóïïû 〈α〉) ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû.
Ïóñòü degα = k, òîãäà pn − 1 = kq è αk = 1, ïîýòîìó

αp
n−1 − 1 = αkq − 1 = (αk)q − 1 = 1q − 1 = 0.
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Ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò ïîëÿ Fnp ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà

xp
n−1 − 1, ò.å.

xp
n−1 − 1 = (x− β1) · . . . · (x− βpn−1),

ãäå {β1, . . . , βpn−1 } = Fn∗p = Fnp r {0}.

Äîêàçàòåëüñòâî
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Ïóñòü degα = k, òîãäà pn − 1 = kq è αk = 1, ïîýòîìó

αp
n−1 − 1 = αkq − 1 = (αk)q − 1 = 1q − 1 = 0.
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Ìíîãî÷ëåíû íàä êîíå÷íûì ïîëåì: ñâîéñòâà...

Ñëåäñòâèå

Âñå ýëåìåíòû ïîëÿ Fnp , íå èñêëþ÷àÿ íóëÿ, ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè

ìíîãî÷ëåíà xp
n − x.

Äîêàçàòåëüñòâî

Âûíåñåì x çà ñêîáêó:

xp
n − x = x

(
xp

n−1 − 1
)
.

Ó ïðàâîãî ìíîæèòåëÿ êîðíÿìè áóäóò âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû, à
ó ëåâîãî � 0.
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Ìíîãî÷ëåíû íàä êîíå÷íûì ïîëåì: ñâîéñòâà...

Òåîðåìà

(xn − 1)
... (xm − 1) ⇔ n

...m.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü n = mk. Ñäåëàåì çàìåíó: xm = y, òîãäà xn − 1 = yk − 1
è xm − 1 = y − 1. Äåëèìîñòü î÷åâèäíà, ïîñêîëüêó 1 ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì yk − 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n 6
...m, ò.å. n = km+ r, 0 < r < m, òîãäà

xn − 1 =
xr(xmk − 1)(xm − 1)

xm − 1
+ xr − 1 =

=
xr(xmk − 1)

xm − 1
(xm − 1) + xr − 1 .
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Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Ìíîãî÷ëåíû íàä êîíå÷íûì ïîëåì: ñâîéñòâà...

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå çàäàåò ðåçóëüòàò äåëåíèÿ xn−1 íà xm−1
ñ îñòàòêîì, ïîñêîëüêó xmk−1 äåëèòñÿ íà xm−1 ïî äîêàçàííîìó
âûøå.
Îñòàòîê xr − 1 6= 0 â ñèëó ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé.
∴ xn − 1 íå äåëèòñÿ íà xm − 1.

Ýòà òåîðåìà äàåò íàì âîçìîæíîñòü ðàñêëàäûâàòü ìíîãî÷ëåíû
xn − 1 ïðè ñîñòàâíûõ n.
Íàïðèìåð, ðàçëîæèì x15 + 1 â ïîëå õàðàêòåðèñòèêå 2 (ãäå
+1 = −1):

x15 + 1 = (x3 + 1)(x12 + x9 + x6 + x3 + 1) , (3 | 15).

Ïðîäîëæèòü ýòî ðàçëîæåíèå ïîìîãàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.



Ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà 50 / 225

Ïîëÿ Ãàëóà - I

Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Ìíîãî÷ëåíû íàä êîíå÷íûì ïîëåì: ñâîéñòâà...

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå çàäàåò ðåçóëüòàò äåëåíèÿ xn−1 íà xm−1
ñ îñòàòêîì, ïîñêîëüêó xmk−1 äåëèòñÿ íà xm−1 ïî äîêàçàííîìó
âûøå.
Îñòàòîê xr − 1 6= 0 â ñèëó ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé.
∴ xn − 1 íå äåëèòñÿ íà xm − 1.

Ýòà òåîðåìà äàåò íàì âîçìîæíîñòü ðàñêëàäûâàòü ìíîãî÷ëåíû
xn − 1 ïðè ñîñòàâíûõ n.
Íàïðèìåð, ðàçëîæèì x15 + 1 â ïîëå õàðàêòåðèñòèêå 2 (ãäå
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Ìíîãî÷ëåíû íàä êîíå÷íûì ïîëåì...

Òåîðåìà

Âñå íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû n-é ñòåïåíè íàä Fp ÿâëÿþòñÿ
äåëèòåëÿìè xp

n − x.

Äîêàçàòåëüñòâî

Åñëè n = 1, òî íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî x− a | xp − x, ãäå a ∈ Fp.
Ýòî î÷åâèäíî ïðè a = 0, à â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ äîêàçàíî, ÷òî
a � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà xp−1 − 1.
Ïðè n > 1 ñòðîèì ïî íåïðèâîäèìîìó ìíîãî÷ëåíó f(x) ñòåïåíè
n ïîëå Fnp . Òîãäà ìíîãî÷ëåí f(x) èìååò â Fnp êîðåíü x, à
íîðìèðîâàííûé f(x) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé ôóíêöèåé äëÿ íåãî.
Êðîìå òîãî, x ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ xp

n−1 − 1.
Ïî ñâîéñòâàì ì.ì., xp

n−1 − 1 äåëèòñÿ íà f(x).
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Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Ìíîãî÷ëåíû íàä êîíå÷íûì ïîëåì...

Òåîðåìà

Âñå íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû n-é ñòåïåíè íàä Fp ÿâëÿþòñÿ
äåëèòåëÿìè xp

n − x.

Äîêàçàòåëüñòâî

Åñëè n = 1, òî íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî x− a | xp − x, ãäå a ∈ Fp.
Ýòî î÷åâèäíî ïðè a = 0, à â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ äîêàçàíî, ÷òî
a � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà xp−1 − 1.
Ïðè n > 1 ñòðîèì ïî íåïðèâîäèìîìó ìíîãî÷ëåíó f(x) ñòåïåíè
n ïîëå Fnp . Òîãäà ìíîãî÷ëåí f(x) èìååò â Fnp êîðåíü x, à
íîðìèðîâàííûé f(x) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé ôóíêöèåé äëÿ íåãî.
Êðîìå òîãî, x ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ xp

n−1 − 1.
Ïî ñâîéñòâàì ì.ì., xp

n−1 − 1 äåëèòñÿ íà f(x).
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Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Ìíîãî÷ëåíû íàä êîíå÷íûì ïîëåì...

Èñïîëüçóÿ ýòó òåîðåìó, ìû ìîæåì çàâåðøèòü ðàçëîæåíèå

x15+1 = (x+1)(x2+x+1)(x4+x+1)(x4+x3+1)(x4+x3+x2+x+1) ,

ïåðåáèðàÿ íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû èç F42
(ò.ê. x(x15 + 1) = x2

4
+ x).

Òåîðåìà

Ëþáîé íåïðèâîäèìûé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíà xp
n−1 − 1 èìååò

ñòåïåíü, íå ïðåâîñõîäÿùóþ n.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü ϕ � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k, êîòîðûé
ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì xp

n−x. Êðàòíûå ϕ îáðàçóþò ìàêñèìàëüíûé
èäåàë â êîëüöå Fp[x], ïîýòîìó êîëüöî âû÷åòîâ ïî ýòîìó èäåàëó
ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.
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Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Ìíîãî÷ëåíû íàä êîíå÷íûì ïîëåì...

Èñïîëüçóÿ ýòó òåîðåìó, ìû ìîæåì çàâåðøèòü ðàçëîæåíèå

x15+1 = (x+1)(x2+x+1)(x4+x+1)(x4+x3+1)(x4+x3+x2+x+1) ,

ïåðåáèðàÿ íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû èç F42
(ò.ê. x(x15 + 1) = x2

4
+ x).

Òåîðåìà

Ëþáîé íåïðèâîäèìûé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíà xp
n−1 − 1 èìååò

ñòåïåíü, íå ïðåâîñõîäÿùóþ n.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü ϕ � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k, êîòîðûé
ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì xp

n−x. Êðàòíûå ϕ îáðàçóþò ìàêñèìàëüíûé
èäåàë â êîëüöå Fp[x], ïîýòîìó êîëüöî âû÷åòîâ ïî ýòîìó èäåàëó
ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.
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Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Ìíîãî÷ëåíû íàä êîíå÷íûì ïîëåì...

Ïîëå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä Fp ñ

áàçèñîì
{

1, x, . . . , xk−1
}
. Îáîçíà÷èì x = α. Ïîñêîëüêó xp

n − x

äåëèòñÿ íà ϕ, òî â êîëüöå âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ èäåàëà (ϕ) ïîëó÷àåì
αp

n − α = 0.
Ëþáîé ýëåìåíò ïîñòðîåííîãî ïîëÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç áàçèñ: β =∑k−1

i=0 aiα
i. Âîçâåäÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà â ñòåïåíü pn, ïîëó÷èì

βp
n

= (a0 + a1α+ . . .+ ak−1α
k−1)p

n
=

= ap
n

0 + ap
n

1 α
pn + . . .+ ap

n

k−1(α
k−1)p

n
=

= a0 + a1α+ . . .+ ak−1α
k−1 = β .

Îòñþäà βp
n − β = 0, ò.å. β � êîðåíü óðàâíåíèÿ xp

n − x = 0. Íî ó
íåãî íå áîëåå pn ðàçëè÷íûõ êîðíåé, à â ïîñòðîåííîì íàìè ïîëå � pk

ýëåìåíòîâ. Êàæäûé ýëåìåíò ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì, ∴ n > k.
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Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Ìíîãî÷ëåíû íàä êîíå÷íûì ïîëåì...

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü β ∈ Fnp èìååò ïîðÿäîê l, à åãî ì.ì. m(x) èìååò ñòåïåíü k.

Òîãäà (a) pk − 1
... l, à åñëè r < k, òî (b) (pr − 1) 6

... l.

Äîêàçàòåëüñòâî

a) Ïî íåïðèâîäèìîìó ìíîãî÷ëåíó k-é ñòåïåíè m(x) ñòðîèì ïîëå
èç pk ýëåìåíòîâ. Âñå åãî íåíóëåâûå ýëåìåíòû, â òîì ÷èñëå è β,
ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ xp

k−1 − 1 = 0, ò.å.
βp

k−1 − 1 = 0 è βp
k−1 = 1.

b) Ïóñòü (pr − 1)
... l è r < k. Òîãäà β � êîðåíü óðàâíåíèÿ

xp
r − 1 = 0, à ò.ê. m(x) � ì.ì. äëÿ β, òî (xp

r − 1)
...m(x) (áûëî

äîêàçàíî). Ìû íàøëè íåïðèâîäèìûé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíà xp
r−

1 ñòåïåíè k, íî k > r, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò äîêàçàííîìó ðàíåå.
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Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Ìíîãî÷ëåíû íàä êîíå÷íûì ïîëåì...

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü β ∈ Fnp èìååò ïîðÿäîê l, à åãî ì.ì. m(x) èìååò ñòåïåíü k.

Òîãäà (a) pk − 1
... l, à åñëè r < k, òî (b) (pr − 1) 6

... l.

Äîêàçàòåëüñòâî

a) Ïî íåïðèâîäèìîìó ìíîãî÷ëåíó k-é ñòåïåíè m(x) ñòðîèì ïîëå
èç pk ýëåìåíòîâ. Âñå åãî íåíóëåâûå ýëåìåíòû, â òîì ÷èñëå è β,
ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ xp

k−1 − 1 = 0, ò.å.
βp

k−1 − 1 = 0 è βp
k−1 = 1.

b) Ïóñòü (pr − 1)
... l è r < k. Òîãäà β � êîðåíü óðàâíåíèÿ

xp
r − 1 = 0, à ò.ê. m(x) � ì.ì. äëÿ β, òî (xp

r − 1)
...m(x) (áûëî

äîêàçàíî). Ìû íàøëè íåïðèâîäèìûé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíà xp
r−

1 ñòåïåíè k, íî k > r, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò äîêàçàííîìó ðàíåå.
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Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Ìíîãî÷ëåíû íàä êîíå÷íûì ïîëåì...

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà íóæíà íàì äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàñêëàäûâàòü
ìíîãî÷ëåíû íà ìíîæèòåëè.

Òåîðåìà

Ïóñòü β ∈ Fnp � êîðåíü íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà ϕ(x) ñòåïåíè

n ñ êîýôôèöèåíòàìè èç Fp. Òîãäà β, β
p, . . . , βp

n−1
âñå ðàçëè÷íû

è èñ÷åðïûâàþò ñïèñîê êîðíåé ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.

Ò. å. ÷òîáû ïîëó÷èòü âñå êîðíè íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà,
äîñòàòî÷íî íàéòè îäèí èç íèõ è âîçâîäèòü åãî ïîñëåäîâàòåëüíî
â ñòåïåíü p.

Äîêàçàòåëüñòâî

Âíà÷àëå äîêàæåì, ÷òî åñëè β � êîðåíü ϕ(x), òî βp � òîæå
êîðåíü.
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Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Ìíîãî÷ëåíû íàä êîíå÷íûì ïîëåì...

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà íóæíà íàì äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàñêëàäûâàòü
ìíîãî÷ëåíû íà ìíîæèòåëè.

Òåîðåìà

Ïóñòü β ∈ Fnp � êîðåíü íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà ϕ(x) ñòåïåíè

n ñ êîýôôèöèåíòàìè èç Fp. Òîãäà β, β
p, . . . , βp

n−1
âñå ðàçëè÷íû

è èñ÷åðïûâàþò ñïèñîê êîðíåé ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.

Ò. å. ÷òîáû ïîëó÷èòü âñå êîðíè íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà,
äîñòàòî÷íî íàéòè îäèí èç íèõ è âîçâîäèòü åãî ïîñëåäîâàòåëüíî
â ñòåïåíü p.

Äîêàçàòåëüñòâî

Âíà÷àëå äîêàæåì, ÷òî åñëè β � êîðåíü ϕ(x), òî βp � òîæå
êîðåíü.
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Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Ìíîãî÷ëåíû íàä êîíå÷íûì ïîëåì...

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ap = a äëÿ âñåõ a ∈ Fp. Ïîýòîìó äëÿ
ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) ñ êîýôôèöèåíòàìè èç Fp âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

(f(x))p = f(xp) . (∗)

Äåéñòâèòåëüíî, âîçâåäåíèå â ñòåïåíü p ñîõðàíÿåò îïåðàöèè
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Ïîýòîìó

(a0 + a1x+ . . .+ akx
k)p = ap0 + ap1x

p + ap2x
2p + . . .+ apkx

kp =

= a0 + a1(x
p) + a2(x

p)2 + . . .+ ak(x
p)k.

Åñëè ϕ(β) = 0, òî è ϕ(β)p = 0. Èç (∗) ïîëó÷àåì, ÷òî è ϕ(βp) = 0.
Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî β, βp, . . . , βp

n−1
� êîðíè ìíîãî÷ëåíà ϕ(x).
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Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Ìíîãî÷ëåíû íàä êîíå÷íûì ïîëåì...

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî îíè âñå ðàçëè÷íû, òîãäà èç äîêàçàííîãî
ðàíåå áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ìû íàøëè âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà
ϕ(x).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî βp
l

= βp
k
, ïðè÷åì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè

l 6 k. Ìû çíàåì, ÷òî βp
n

= β. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó

βp
n

= βp
k·pn−k

=
(
βp

k
)pn−k

=
(
βp

l
)pn−k

= βp
n−k+l

,

òî β � êîðåíü óðàâíåíèÿ xp
n−k+l−1−1 = 0. Èç ðàíåå äîêàçàííîãî

ïîëó÷àåì n− k + l > n, òàê ÷òî l > k. Äðóãèìè ñëîâàìè, l = k
è âñå âûïèñàííûå âûøå êîðíè ðàçëè÷íû.
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Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Ìíîãî÷ëåíû íàä êîíå÷íûì ïîëåì: ðåøåíèå óðàâíåíèé

Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì F2 è íåïðèâîäèìûé íàä ýòèì ïîëåì ìíîãî÷ëåí
x4 + x3 + 1. Íàéäåì åãî êîðíè â ðàñøèðåíèè F42.
Îäèí êîðåíü ïîëó÷àåì íåìåäëåííî: x.
Ïî òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé òåîðåìå ìîæíî âûïèñàòü îñòàëüíûå:
x2, x4 = x3 + 1, x8 = x6 + 1 = x3 + x2 + x.

Ïîêàæåì, ÷òî α = x2 äåéñòâèòåëüíî êîðåíü x4 + x3 + 1 = 0.
Ïîäñòàâëÿåì:

x4 + x3 + 1 |x=α = x4·2 + x4+2 + 1 |x4=x3+1 =

= (x3 + 1)2 + (x3 + 1)x2 + 1 = (x6 + 1) + x5 + x2 + 1 =

= x6 + x5 + x2 = x2(x4 + x3 + 1) = x2 · 0 = 0.
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Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Ìíîãî÷ëåíû íàä êîíå÷íûì ïîëåì: ðåøåíèå óðàâíåíèé

Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì F2 è íåïðèâîäèìûé íàä ýòèì ïîëåì ìíîãî÷ëåí
x4 + x3 + 1. Íàéäåì åãî êîðíè â ðàñøèðåíèè F42.
Îäèí êîðåíü ïîëó÷àåì íåìåäëåííî: x.
Ïî òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé òåîðåìå ìîæíî âûïèñàòü îñòàëüíûå:
x2, x4 = x3 + 1, x8 = x6 + 1 = x3 + x2 + x.

Ïîêàæåì, ÷òî α = x2 äåéñòâèòåëüíî êîðåíü x4 + x3 + 1 = 0.
Ïîäñòàâëÿåì:

x4 + x3 + 1 |x=α = x4·2 + x4+2 + 1 |x4=x3+1 =

= (x3 + 1)2 + (x3 + 1)x2 + 1 = (x6 + 1) + x5 + x2 + 1 =

= x6 + x5 + x2 = x2(x4 + x3 + 1) = x2 · 0 = 0.
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Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Êàê ðåøàòü óðàâíåíèÿ, êîãäà êîðíåé íåò

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

f(x) = 0 , (∗)

ãäå f � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, íàä ïîëåì Fp
íóæíî ïîñòðîèòü ïîëå Fp[x]/(f).

Êîðíè (∗) â ýòîì ïîëå: x, x2, . . . , xpn−1 .

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ íóæíî óìåòü
ðàñêëàäûâàòü ìíîãî÷ëåí íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè.
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Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Êàê ðåøàòü óðàâíåíèÿ, êîãäà êîðíåé íåò

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

f(x) = 0 , (∗)

ãäå f � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, íàä ïîëåì Fp
íóæíî ïîñòðîèòü ïîëå Fp[x]/(f).

Êîðíè (∗) â ýòîì ïîëå: x, x2, . . . , xpn−1 .

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ íóæíî óìåòü
ðàñêëàäûâàòü ìíîãî÷ëåí íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè.
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Ðàçäåë I

1 Êîíå÷íûå ïîëÿ èëè ïîëÿ Ãàëóà - I

Ïîëÿ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà

Ïîñòðîåíèå ïîëåé Ãàëóà

Ëèíåéíàÿ àëãåáðà íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì

2 Êîíå÷íûå ïîëÿ èëè ïîëÿ Ãàëóà - II

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ïîëÿ Ãàëóà èç pn

ýëåìåíòîâ

Öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà

Çàäà÷è

3 Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè êîäèðîâàíèÿ

Öèêëè÷åñêèå êîäû
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Ðàçäåë II

Êîäû Á×Õ

4 Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ
êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

5 ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Ëèíåàðèçàöèÿ

6 Àëãåáðàè÷åñêèå ðåø¼òêè

Ðåø¼òêè
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Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ

Ïðèìåð (ïîëå F42)

Ïîëå F42 ìîæíî ñòðîèòü ñ ïîìîùüþ ëþáîãî èç òðåõ
íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ (íî ïîêà íå äîêàçàíî).
Óäîáíåå âñåãî ýòî ñäåëàòü, åñëè âçÿòü ìíîãî÷ëåí f = x4 + x+ 1
(ïî÷åìó?).
Áóäåì çàäàâàòü ýëåìåíòû ðàñøèðåíèÿ íàáîðàìè êîýôôèöèåíòîâ
ìíîãî÷ëåíà, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ â îñòàòêå ïðè äåëåíèè íà f ,
çàïèñûâàÿ èõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñòåïåíåé.
Ïîðîæäàþùèì ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò α = x, êîòîðûé çàïèñûâàåòñÿ
êàê (0, 1, 0, 0).
Âû÷èñëèì ñòåïåíè α, ñâåäÿ ðåçóëüòàòû â òàáëèöó.
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Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ F42
∼= F2[x]/(x4 + x+ 1)

ñòåïåíü α 1 x x2 x3

α = (0, 1, 0, 0)
α2 = (0, 0, 1, 0)
α3 = (0, 0, 0, 1)

1 + α = α4 = (1, 1, 0, 0)
α+ α2 = α5 = (0, 1, 1, 0)
α2 + α3 = α6 = (0, 0 1, 1)

α3 + α+ 1 = α3 + α4 = α7 = (1, 1, 0 1)
1 + α2 = α+ 1 + α2 + α = α8 = (1, 0, 1, 0)

α+ α3 = α9 = (0, 1, 0, 1)
α2 + 1 + α = α2 + α4 = α10 = (1, 1, 1, 0)

α+ α2 + α3 = α11 = (0, 1, 1, 1)
1 + α+ α2 + α3 = α2 + α3 + α4 = α12 = (1, 1, 1, 1)
1 + α2 + α3 = α+ α2 + α3 + α4 = α13 = (1, 0, 1, 1)

1 + α3 = α+ α3 + α4 = α14 = (1, 0, 0, 1)
1 = α+ α4 = α15 = (1, 0, 0, 0)
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Èìåÿ òàêóþ òàáëèöó, î÷åíü ïðîñòî ïðîèçâîäèòü óìíîæåíèå:

(x3 + x+ 1) · (x2 + x+ 1) = x2,

(1, 1, 0, 1) · (1, 1, 1, 0) = (0, 0, 1, 0) − (+mod 2) ,

α7α10 = α17 = α2.
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Ëåììà

Ïóñòü m � ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê ýëåìåíòà â êîíå÷íîé
àáåëåâîé ãðóïïå G. Òîãäà ïîðÿäîê ëþáîãî ýëåìåíòà G äåëèò
m.

Òåïåðü ìîæíî âåðíóòüñÿ ê âîïðîñó î ñóùåñòâîâàíèè

à) êîíå÷íîãî ïîëÿ Fq ðàçìåðà q, ïîêàçàâ, ÷òî âñåãäà
q = pn;

á) íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n íàä Fp.

(âåçäå p � ïðîñòîå, n � íàòóðàëüíîå).
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Ïóòè äîêàçàòåëüñòâà

Ýòî ìîæíî ñäåëàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè.

à) ⇒ á) äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ïîëÿ èç pn ýëåìåíòîâ, îòêóäà
âûâåñòè ñóùåñòâîâàíèå íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà
ñòåïåíè n íàä Fp;

á) ⇒ à) óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà
f ñòåïåíè n íàä Fp, îòêóäà óæå ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå
ïîëÿ èç pn êàê ôàêòîðêîëüöà ïî èäåàëó (f).

Ìû ïîéä¼ì âòîðûì ïóò¼ì.
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Ñóùåñòâîâàíèå íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n íàä
ïîëåì Fp

Äëÿ íîðìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ âûïîëíÿåòñÿ àíàëîã îñíîâíîé
òåîðåìû àðèôìåòèêè: êàæäûé íîðìèðîâàííûé ìíîãî÷ëåí
îäíîçíà÷íî ðàçëàãàåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå ñòåïåíåé
íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Äåéñòâèòåëüíî:

ðàçëîæåíèå â åâêëèäîâîì êîëüöå îäíîçíà÷íî (ñ òî÷íîñòüþ
äî óìíîæåíèÿ íà îáðàòèìûå ýëåìåíòû � äåëèòåëè);
â ñëó÷àå êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì îáðàòèìûå
ýëåìåíòû � ýòî êîíñòàíòû (ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 0);
âûáîð ñòàðøåãî êîýôôèöèåíòà óñòðàíÿåò ïðîèçâîë â
âûáîðå ñîìíîæèòåëåé.
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Ñóùåñòâîâàíèå íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n íàä
ïîëåì Fp

Äëÿ íîðìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ âûïîëíÿåòñÿ àíàëîã îñíîâíîé
òåîðåìû àðèôìåòèêè: êàæäûé íîðìèðîâàííûé ìíîãî÷ëåí
îäíîçíà÷íî ðàçëàãàåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå ñòåïåíåé
íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Äåéñòâèòåëüíî:

ðàçëîæåíèå â åâêëèäîâîì êîëüöå îäíîçíà÷íî (ñ òî÷íîñòüþ
äî óìíîæåíèÿ íà îáðàòèìûå ýëåìåíòû � äåëèòåëè);
â ñëó÷àå êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì îáðàòèìûå
ýëåìåíòû � ýòî êîíñòàíòû (ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 0);
âûáîð ñòàðøåãî êîýôôèöèåíòà óñòðàíÿåò ïðîèçâîë â
âûáîðå ñîìíîæèòåëåé.
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×èñëî íåïðèâîäèìûõ íîðìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ dn

Ëåììà (î ÷èñëå dn)

Ïóñòü dn � ÷èñëî íåïðèâîäèìûõ íîðìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè n íàä ïîëåì Fp. Òîãäà∑

m|n

m · dm = pn.

Äîêàçàòåëüñòâî

Çàíóìåðóåì i = 1, . . . , dn âñå íåïðèâîäèìûå íîðìèðîâàííûå
ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè n è ñîïîñòàâèì èì ôîðìàëüíóþ ïåðåìåííóþ
fi,n. Òîãäà ïðîèçâîëüíîìó íîðìèðîâàííîìó ìíîãî÷ëåíó ñòåïåíè n
îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâëåí ìîíîì ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ ïåðåìåííûõ

fs1i1,n1
· . . . · f srir,nr

, ïðè÷åì
r∑
j=1

nj , sj = n .
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×èñëî íåïðèâîäèìûõ íîðìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ dn...

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïîýòîìó âñå íîðìèðîâàííûå ìíîãî÷ëåíû ïåðå÷èñëÿþòñÿ
ôîðìàëüíûì áåñêîíå÷íûì ïðîèçâåäåíèåì

∏
i,n

( ∞∑
k=0

fki,n

)
=
∑

fs1i1,n1
· . . . · fsrir,nr

(ðàñêðûòû ñêîáêè è áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå çàïèñàíî â âèäå
ôîðìàëüíîãî ðÿäà; ýòî ðàâåíñòâî � ýòî äðóãîé ñïîñîá ñêàçàòü,
÷òî êàæäûé íîðìèðîâàííûé ìíîãî÷ëåí îäíîçíà÷íî ðàçëàãàåòñÿ
â ïðîèçâåäåíèå íåïðèâîäèìûõ íîðìèðîâàííûõ).
Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ fi,n = tn, êîòîðàÿ äåëàåò
âñå ìíîãî÷ëåíû îäíîé ñòåïåíè íåðàçëè÷èìûìè. Ïðèâåäåíèå
ïîäîáíûõ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà äàñò ðÿä îò ïåðåìåííîé t.
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×èñëî íåïðèâîäèìûõ íîðìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ dn...

Äîêàçàòåëüñòâî

Êîýôôèöèåíò ïðè tn â ýòîì ðÿäå ðàâåí ÷èñëó íîðìèðîâàííûõ
ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n, êîòîðîå ðàâíî pn. Äåéñòâèòåëüíî,
íîðìèðîâàííûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ ñâîèìè
êîýôôèöèåíòàìè a0, . . . , an−1 (ò.ê. ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ðàâåí 1).
Â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà âñå íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè n
äàäóò îäèíàêîâûé ìíîæèòåëü (ñóììó áåñêîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì tn). Ðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â

∏
n

( ∞∑
k=0

fnk

)dn
=

∞∑
n=0

pntn.

Ïî ôîðìóëå äëÿ ñóììû áåñêîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè∏
n

1

(1− tn)dn
=

1

1− pt
.
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×èñëî íåïðèâîäèìûõ íîðìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ dn...

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïðîëîãàðèôìèðóåì:∑
n

dn ln(1− tn) = ln(1− pt) .

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî t:∑
n

dn
ntn−1

1− tn
=

p

1− pt
.

Ñíîâà âîñïîëüçóåìñÿ ñóììîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè:∑
n,k

dnnt
n−1tnk =

∑
s

ps+1ts.
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×èñëî íåïðèâîäèìûõ íîðìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ dn...

Äîêàçàòåëüñòâî

Êîñìåòè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:∑
n,k

ndnt
n(k+1) =

∑
s

psts.

Ðàâåíñòâî êîýôôèöèåíòîâ ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ t â ëåâîé è
ïðàâîé ÷àñòè è åñòü óòâåðæäåíèå ëåììû.
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Âàæíûå çàìå÷àíèÿ

Çàìå÷àíèå (Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè
íåïðèâîäèìûõ ïîëèíîìîâ)

Èç äàííîé ëåììû ñëåäóåò íåðàâåíñòâî ndn 6 pn. Ïðîñòàÿ îöåíêà

ndn =
∑

k|n, k<n

kdk > pn −
n−1∑
k=0

pk = pn − pn − 1

p− 1
> 0 .

äîêàçûâàåò, ÷òî dn>0, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí
íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n.

Çàìå÷àíèå

Èç äàííîé ëåììû âûòåêàåò, ÷òî ïðè n → ∞ èìååì dn ∼ pn/n.
Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåðíî, 1/n-ÿ ÷àñòü âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n
íàä ïîëåì èç p ýëåìåíòîâ íåïðèâîäèìà.
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Âàæíûå

Äîêàæåì âòîðóþ ÷àñòü îñíîâíîé òåîðåìû î êîíå÷íûõ ïîëÿõ:
ëþáûå äâà ïîëÿ ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ èçîìîðôíû.

Òåîðåìà

Ïóñòü m � ìèíèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ ýëåìåíòà α ∈ Fnp è d �

å¼ ñòåïåíü. Òîãäà ïîëå Fp[x]/(m) èçîìîðôíî ïîäïîëþ Fdp,
ïîðîæäåííîìó ñòåïåíÿìè α.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ñòåïåíè α ïðèíàäëåæàò d-ìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó ñ áàçèñîì
1, α, α2, . . . , αd−1, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëåì ïîëÿ Fnp ,
ïîñêîëüêó çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ è
ñîäåðæèò 0 è 1.
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Öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà

Ðàçäåë I

1 Êîíå÷íûå ïîëÿ èëè ïîëÿ Ãàëóà - I

Ïîëÿ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà

Ïîñòðîåíèå ïîëåé Ãàëóà

Ëèíåéíàÿ àëãåáðà íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì

2 Êîíå÷íûå ïîëÿ èëè ïîëÿ Ãàëóà - II

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ïîëÿ Ãàëóà èç pn

ýëåìåíòîâ

Öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà

Çàäà÷è

3 Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè êîäèðîâàíèÿ

Öèêëè÷åñêèå êîäû
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Öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà

Ðàçäåë II

Êîäû Á×Õ

4 Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ
êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

5 ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Ëèíåàðèçàöèÿ

6 Àëãåáðàè÷åñêèå ðåø¼òêè

Ðåø¼òêè
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Öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà

Êîëüöî Fp/(f)

Â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ êîëüöî Fp/(f) ïî ìîäóëþ ãëàâíîãî
èäåàëà íå îáÿçàòåëüíî íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà f ∈ Fp[x].

Åñëè f íåïðèâîäèì, òî Fp/(f) � ïîëå è ýòîò ñëó÷àé óæå ðàññìîòðåí.

Â ëþáîì ñëó÷àå âû÷åòû îáðàçóþò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä Fp
ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå deg f .

Fp[x] = { 0, 1, . . . , x, x+ 1, . . . , f , . . . };
(f) = f = { t · f }, t ∈ Fp[x];

Fp/(f) = { f, g, h, . . . }, deg g, deg h, . . . < deg f ;

g = { t · f + g };
h = { t · f + h };

. . .

g + f = g, g · f = f.
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Öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà

Êîëüöî Fp/(f)

Â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ êîëüöî Fp/(f) ïî ìîäóëþ ãëàâíîãî
èäåàëà íå îáÿçàòåëüíî íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà f ∈ Fp[x].

Åñëè f íåïðèâîäèì, òî Fp/(f) � ïîëå è ýòîò ñëó÷àé óæå ðàññìîòðåí.

Â ëþáîì ñëó÷àå âû÷åòû îáðàçóþò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä Fp
ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå deg f .

Fp[x] = { 0, 1, . . . , x, x+ 1, . . . , f , . . . };
(f) = f = { t · f }, t ∈ Fp[x];

Fp/(f) = { f, g, h, . . . }, deg g, deg h, . . . < deg f ;

g = { t · f + g };
h = { t · f + h };

. . .

g + f = g, g · f = f.
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Íîðìèðîâàííûé äåëèòåëü â ïîðîæäàþùåãî ýëåìåíòà èäåàëà

Òåîðåìà

Ïóñòü ϕ � íåïðèâîäèìûé íîðìèðîâàííûé ìíîãî÷ëåí, êîòîðûé
äåëèò f : ϕ | f . Òîãäà ñîâîêóïíîñòü âñåõ âû÷åòîâ, êðàòíûõ ϕ,
îáðàçóåò èäåàë â êîëüöå êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ f è ϕ �
åäèíñòâåííûé íîðìèðîâàííûé ìíîãî÷ëåí ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè
â ýòîì èäåàëå.

Äîêàçàòåëüñòâî

Èòàê, (f) = tf , t, s ∈ Fp[x], deg f > degϕ = k

ϕ = a0 + a1x+ . . .+ ak−1x
k−1 + 1 · xk, f = ϕ∗ϕ;

Iϕ
def
= sϕ ⊆ (f) = tϕ∗ϕ ⇔ deg s > degϕ.
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Öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà

Íîðìèðîâàííûé äåëèòåëü...

Ïðîâåðèì, ÷òî Iϕ � èäåàë. g = {sϕ}, h = {rϕ}; s, r ∈ Fp[x].

1 {
g ∈ Iϕ,
h 6 g.

⇔
{
{sϕ}, deg s > degϕ
{rϕ}, deg r > deg s.

⇒

⇒⇒
⇒ deg r > degϕ ⇒ h ∈ Iϕ

2 g, h ∈ Iϕ ⇔ deg s, deg r > degϕ.

g + h = {sϕ}+ {rϕ} = {(s+ r)ϕ};
deg(s+ r) > degϕ ⇒ g + h ∈ Iϕ.
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Öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà

Íîðìèðîâàííûé äåëèòåëü...

Ïîêàæåì, ÷òî â Iϕ íåò äðóãèõ, êðîìå

ϕ = a0 + a1x+ . . .+ ak−1x
k−1 + xk

íîðìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè, ìåíüøåé k = degϕ.
Ïóñòü ψ = b0 + b1x+ . . .+ bm−1x

m−1 + xm ∈ Iϕ, m 6 k. Òîãäà:

ψ ∈ Iϕ ⇒ ϕ | ψ ⇒
{
m > k, ò.å. k = m
bi = ai, i = 0, 1, . . . ,m− 1

⇒ ψ = ϕ.
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Öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà

Ïîäûäåàë êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

Òåîðåìà

Ïóñòü ϕ � íåïðèâîäèìûé íîðìèðîâàííûé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíà
f ∈ Fp[x] îòëè÷íûé îò f , deg f = n, degϕ = k. Òîãäà èäåàë
(ϕ) � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n− k.

Äîêàçàòåëüñòâî

Áåç äîêàçàòåëüñòâà.
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Öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà

Ïîäûäåàë êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

Òåîðåìà

Ïóñòü ϕ � íåïðèâîäèìûé íîðìèðîâàííûé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíà
f ∈ Fp[x] îòëè÷íûé îò f , deg f = n, degϕ = k. Òîãäà èäåàë
(ϕ) � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n− k.

Äîêàçàòåëüñòâî

Áåç äîêàçàòåëüñòâà.
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Öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà

Öèêëè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî: îïðåäåëåíèå

Ïóñòü F � n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî (íàä êàêèì-òî
ïîëåì).
Ôèêñèðóåì íåêîòîðûé áàçèñ F .
Òîãäà
F ∼= Fn = { (a0, . . . , an−1) }, ai ∈ F, i = 0, 1, . . . , n − 1 �
ò.å. êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå

Ïîäïðîñòðàíñòâî êîîðäèíàòíîãî ïðîñòðàíñòâà Fn íàçûâàåòñÿ
öèêëè÷åñêèì, åñëè âìåñòå ñ íàáîðîì (a0, . . . , an−1) îíî ñîäåðæèò
öèêëè÷åñêèé ñäâèã ýòîãî íàáîðà, ò.å. íàáîð (an−1, a0, . . . , an−2).
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Öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà

Êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà xn − 1

Â êîëüöå Fp/(x
n − 1), ðàññìàòðèâàåìîì êàê âåêòîðíîå

ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì Fp, åñòü áàçèñ { 1, x, . . . , xn−1 }.
Öèêëè÷åñêèé ñäâèã êîîðäèíàò â ýòîì áàçèñå ðàâíîñèëåí
óìíîæåíèþ íà x:

(a0 + a1x+ . . .+ an−1xn−1) · x =

= (a0x+ a1x2 + . . .+ an−1xn) =

= (an−1 + a0x+ a1x2 + . . .+ an−2xn−1).
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Öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà

Ïîäïðîñòðàíñòâî Fp/(x
n − 1)

Òåîðåìà

Ïîäïðîñòðàíñòâî I ⊆ Fp/(xn − 1) ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì i� I �
èäåàë â Fp/(x

n − 1).

Äîêàçàòåëüñòâî

Åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî I � èäåàë, òî îíî çàìêíóòî
îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà x, à ýòî óìíîæåíèå è åñòü
öèêëè÷åñêèé ñäâèã.
Ïóñòü I � öèêëè÷åñêîå ïîäïðîñòðàíñòâî I è g ∈ I.
Òîãäà g · x, g · x2, . . . � öèêëè÷åñêèå ñäâèãè, ò.å. òàêæå
ïðèíàäëåæàò I.
Çíà÷èò, g · f ∈ I äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f . Ïîýòîìó I �
èäåàë.
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Öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà

Ïîäïðîñòðàíñòâî Fp/(x
n − 1)

Òåîðåìà

Ïîäïðîñòðàíñòâî I ⊆ Fp/(xn − 1) ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì i� I �
èäåàë â Fp/(x

n − 1).

Äîêàçàòåëüñòâî

Åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî I � èäåàë, òî îíî çàìêíóòî
îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà x, à ýòî óìíîæåíèå è åñòü
öèêëè÷åñêèé ñäâèã.

Ïóñòü I � öèêëè÷åñêîå ïîäïðîñòðàíñòâî I è g ∈ I.
Òîãäà g · x, g · x2, . . . � öèêëè÷åñêèå ñäâèãè, ò.å. òàêæå
ïðèíàäëåæàò I.
Çíà÷èò, g · f ∈ I äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f . Ïîýòîìó I �
èäåàë.
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Öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà

Ïîäïðîñòðàíñòâî Fp/(x
n − 1)

Òåîðåìà

Ïîäïðîñòðàíñòâî I ⊆ Fp/(xn − 1) ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì i� I �
èäåàë â Fp/(x

n − 1).

Äîêàçàòåëüñòâî

Åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî I � èäåàë, òî îíî çàìêíóòî
îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà x, à ýòî óìíîæåíèå è åñòü
öèêëè÷åñêèé ñäâèã.
Ïóñòü I � öèêëè÷åñêîå ïîäïðîñòðàíñòâî I è g ∈ I.
Òîãäà g · x, g · x2, . . . � öèêëè÷åñêèå ñäâèãè, ò.å. òàêæå
ïðèíàäëåæàò I.
Çíà÷èò, g · f ∈ I äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f . Ïîýòîìó I �
èäåàë.
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Öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà

Ðàçëîæåíèå xn − 1 íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè

Ðàçëîæèì ìíîãî÷ëåí xn − 1 íà íåïðèâîäèìûå íàä Fp
ìíîæèòåëè:

xn − 1 = fa11 (x) · fa2(x) · . . . · fass (x).

Ïî êèòàéñêîé òåîðåìå îá îñòàòêàõ êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî
ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà xn − 1 èçîìîðôíî ïðÿìîé ñóììå êîëåö
êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíîâ faii (x):

Fp[x]/(xn − 1) ∼= fa11 (x)⊕ fa2(x)⊕ . . .⊕ fass (x).

Èíîãäà òàêîå ðàçëîæåíèå îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì.
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Öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà

Ïðèìèòèâíûå êîðíè

Ëþáîé ìíîãî÷ëåí èç Fp[x] ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè
â ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p.

Áóäåì ðàçëàãàòü â ïîëå Fq õàðàêòåðèñòèêè p ìíîãî÷ëåí x
n− 1.

Â Fq âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî xkp − 1 = (xk − 1)p, ïîýòîìó
èíòåðåñåí ñëó÷àé, êîãäà n âçàèìíî ïðîñòî ñ p: òîãäà ó ìíîãî÷ëåíà
xn − 1 êðàòíûõ êîðíåé íåò (îí âçàèìíî ïðîñò ñî ñâîåé
ïðîèçâîäíîé nxn−1).
Ðàâåíñòâî xn = 1 îçíà÷àåò, ÷òî ïîðÿäîê ýëåìåíòà x
â ìóëüòèïëèêàòèâíîé (öèêëè÷íîé!) ãðóïïå F∗q äåëèò n.

∴ êîðíè óðàâíåíèÿ xn − 1 = 0 îáðàçóþò ïîäãðóïïó â F∗q
(ãðóïïà êîðíåé èç åäèíèöû ñòåïåíè n), è ýòà ïîäãðóïïà òàêæå
öèêëè÷åñêàÿ; å¼ ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû íàçûâàþòñÿ
ïðèìèòèâíûìè êîðíÿìè ñòåïåíè n.
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Öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà

Êîëè÷åñòâî è ñòåïåíè íåïðèâîäèìûõ äåëèòåëåé xn − 1

Ïîäãðóïïà ïîðÿäêà n â öèêëè÷åñêîé ãðóïïå ñóùåñòâóåò òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà n äåëèò ïîðÿäîê öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ⇒
íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî, ÷òî ïîëå Fq ñîäåðæèò
ãðóïïó êîðíåé èç åäèíèöû ñòåïåíè n: n äîëæíî áûòü
äåëèòåëåì q − 1.

×òîáû âåðíóòüñÿ îò ðàçëîæåíèÿ xn − 1 íà ëèíåéíûå
ìíîæèòåëè â ïîëå Fq ê ðàçëîæåíèþ íà íåïðèâîäèìûå
ìíîæèòåëè â ïîëå Fp, íóæíî ïîíÿòü, êàêèå êîðíè èç åäèíèöû
áóäóò âõîäèòü â íåïðèâîäèìûé äåëèòåëü f(x).

Áûëî óñòàíîâëåíî: åñëè óðàâíåíèå f(x) = 0 èìååò êîðåíü β, òî
è βp, βp

2
è ò.ä. òàêæå áóäóò êîðíÿìè f(x).

∴ êîëè÷åñòâî è ñòåïåíè íåïðèâîäèìûõ äåëèòåëåé xn − 1
ìîæíî íàéòè, ðàçáèâ âû÷åòû ïî ìîäóëþ n íà îðáèòû
îòîáðàæåíèÿ t 7→ pt mod n.
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Öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà

Ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà x15 − 1 íàä ïîëåì F2

Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì åù¼ ðàç ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà x15 − 1 íàä
F2. Îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà 2 âû÷åòû ïî ìîäóëþ 15
ðàçáèâàþòñÿ íà òàêèå îðáèòû:

{ 0 }, { 1, 2, 4, 8 }, { 3, 6, 12, 9 }, { 5, 10 }, { 7, 14, 13, 11 }
(1 · 2 = 2, 2 · 2 = 4, 4 · 2 = 8, 8 · 2 = 16 ≡15= 1 è ò.ä.).

Ïîýòîìó x15 − 1 ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå îäíîãî
íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè 1, îäíîãî íåïðèâîäèìîãî
ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè 2 è òðåõ íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè 4 (ðàçëîæåíèå áûëî ðàíüøå):

x15 + 1 =

= (x+1)(x2+x+1)(x4+x+1)(x4+x3+1)(x4+x3+x2+x+1).
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà

Ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà x23 − 1 íàä ïîëåì F2

Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà x23 − 1 íàä F2.
Îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà 2 âû÷åòû ïî ìîäóëþ 23
ðàçáèâàþòñÿ íà òðè îðáèòû:

{ 0 }, { 1, 2, 4, 8, 16, 9, 18, 13, 3, 6, 12 },
{ 5, 10, 20, 17, 11, 22, 21, 19, 15, 7, 14 }

(18 · 2 = 36 ≡23 13)

Ïîýòîìó x23 − 1 ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå îäíîãî
íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè 1 è äâóõ íåïðèâîäèìûõ
ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 11.
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

Ðàçäåë I

1 Êîíå÷íûå ïîëÿ èëè ïîëÿ Ãàëóà - I

Ïîëÿ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà

Ïîñòðîåíèå ïîëåé Ãàëóà

Ëèíåéíàÿ àëãåáðà íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì

2 Êîíå÷íûå ïîëÿ èëè ïîëÿ Ãàëóà - II

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ïîëÿ Ãàëóà èç pn

ýëåìåíòîâ

Öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà

Çàäà÷è

3 Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè êîäèðîâàíèÿ

Öèêëè÷åñêèå êîäû
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

Ðàçäåë II

Êîäû Á×Õ

4 Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ
êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

5 ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Ëèíåàðèçàöèÿ

6 Àëãåáðàè÷åñêèå ðåø¼òêè

Ðåø¼òêè
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

Çàäà÷à

Ðåøèòü óðàâíåíèå 4x = 1 â ïîëå Z/(101).

Ðåøåíèå

1 4x = k · 101 + 1 = 102, 203, 304, . . . ; x = 304/4 = 76.
2 Ìîæíî ðåøàòü óðàâíåíèå 4x + 101y = 1 â öåëûõ ÷èñëàõ
ðàñøèðåííûì àëãîðèòìîì Åâêëèäà.
Ðåøåíèå: 4 · 76 + 101 · (−3) = 1.
Ðàñøèðåííûé àëãîðèòì Åâêëèäà ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé

ax+ by = ÍÎÄ(a, b)

è ñèñòåì òàêèõ óðàâíåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ.

Çàìå÷àíèå

x = −126 � òîæå ðåøåíèå: 4 · (−126) = −504 ≡101 1...
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Ïîëÿ Ãàëóà - II
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

Çàäà÷à (Òåîðåìà Âèëüñîíà)

Äîêàçàòü, ÷òî (p− 1)! ≡p −1 äëÿ ïðîñòîãî p.

Ðåøåíèå

p = 2: � óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî.
p > 2: Ýëåìåíòû Fp ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

xp−1−1 = 0 è äðóãèõ êîðíåé ó ýòîãî óðàâíåíèÿ íåò
(ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè p − 1 èìååò íå áîëüøå p − 1
êîðíÿ).
Ïî òåîðåìå Âèåòà èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâíî
ñâîáîäíîìó ÷ëåíó -1.
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

Çàäà÷à (Òåîðåìà Âèëüñîíà)
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

Çàäà÷à (Òåîðåìà Âèëüñîíà)
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

Çàäà÷à

Íàéòè x ≡17 12006 + 22006 + . . .+ 162006.

Ðåøåíèå

F∗17 = { 1, 2, . . . , 16 } = 〈3〉:
31 = 1, 32 = 9, 33 = 27 ≡17 10, 30 ≡17 13, 39 ≡17 5...;
G = { 12006, 22006, . . . , 162006 } � öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà
ïîðÿäêà k ãðóïïû F∗17.

Ýëåìåíòû G � êîðíè óðàâíåíèÿ

xk − 1 = 0 (∗)

Èõ ñóììà ïî òåîðåìå Âèåòà åñòü êîýôôèöèåíò ïðè xk−1 â
(∗), ò.å. 0.
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

Çàäà÷à
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

Çàäà÷à

Ïðîèçâîäíàÿ ìíîãî÷ëåíà f 6= 0 íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p
òîæäåñòâåííî ðàâíà 0.
Äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ìíîãî÷ëåí ïðèâîäèìûé.

Ðåøåíèå

ïðîèçâîäíàÿ ìîíîìà (xn)′ = nxn−1 òîæäåñòâåííî ðàâíà 0
i� p | n;
f ′ = 0 ⇒ ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé âñåõ ìîíîìîâ ìíîãî÷ëåíà
f äåëÿòñÿ íà p;
ïîýòîìó f(x) = g(xp) = gp(x).
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

Çàäà÷à
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

Çàäà÷à

Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ f : Fnp → Fnp ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà ìíîãî÷ëåíîì.

Ðåøåíèå

Ìîæíî, íàïðèìåð, èñïîëüçîâàòü èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí
Ëàãðàíæà:

f(x) =
∑
α∈Fn

p

f(a)

∏
b∈Fn

pr{a}(x− b)∏
b∈Fn

pr{a}(a− b)
.
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

Çàäà÷à
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pr{a}(a− b)
.
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

Çàäà÷à

Ìíîãî÷ëåí x5 + x3 + x2 + 1 ðàçëîæèòü íà íåïðèâîäèìûå
ìíîæèòåëè íàä ïîëåì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 2.

Ðåøåíèå

1 f(x) = x5 + x3 + x2 + 1, f(1) = 0 ⇒ 1 � êîðåíü f .

2 Äåëèì f íà x = 1, ïîëó÷àåì x4 + x3 + x+ 1 = f1(x).

3 f1(1) = 0 ⇒ 1 � êîðåíü f1;
f1
x+1 = x3 + 1 = f2(x).

4 f2(1) = 0 ⇒ 1 � êîðåíü f2;
f2
x+1 = x2 + x+ 1.

5 Ìíîãî÷ëåí x2 + x+ 1 íåïðèâîäèì.

Îòâåò: x5 + x3 + x2 + 1 = (x+ 1)3(x2 + x+ 1).
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

Çàäà÷à
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

Çàäà÷à

Ìíîãî÷ëåí f = x3 + 2x2 + 4x + 1 ðàçëîæèòü íà íåïðèâîäèìûå
ìíîæèòåëè íàä ïîëåì F5.

Ðåøåíèå

1 f(2) = 23 + 2 · 22 + 4 · 22 + 1 = 25 ≡5 0, (x− 2) ≡5 (x+ 3).

2

x3 + 2x2 + 4x + 1 x+ 3
x3 + 3x2 x2 + 4x+ 2

4x2 + 4x
4x2 + 2x

2x + 1
2x + 1

0

3 Ìíîãî÷ëåí f1 = x2 + 4x+ 2 íåïðèâîäèì â F5.

Îòâåò: x3 + 2x2 + 4x+ 1 = (x+ 3)(x2 + 4x+ 2).
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

Çàäà÷à
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

Çàäà÷à

Ìíîãî÷ëåí f(x) = x4 + x3 + x + 2 ðàçëîæèòü íà íåïðèâîäèìûå
ìíîæèòåëè íàä ïîëåì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 3.

Ðåøåíèå

1 0, 1, 2 � íå êîðíè f(x) ⇒ f(x) ëèíåéíûõ äåëèòåëåé íå
ñîäåðæèò.

2 Íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû íàä F3 ñòåïåíè 2:

x2 + 1,

x2 + x+ 2,

x2 + 2x+ 2.

3 Ïîäáîðîì ïîëó÷àåì: f(x) = (x2 + 1)(x2 + x+ 2).

Îòâåò: (x2 + 1)(x2 + x+ 2).
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

Çàäà÷à
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

Çàäà÷à

Ìíîãî÷ëåí x4 + 3x3 + 2x2 + x+ 4 ðàçëîæèòü íà íåïðèâîäèìûå
ìíîæèòåëè íàä ïîëåì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 5.

Ðåøåíèå

1 Óáåæäàåìñÿ, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x) = x4 + 3x3 + 2x2 + x+ 4
íå èìååò ëèíåéíûõ äåëèòåëåé.

2 Ïåðåáèðàÿ íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 2 íàä F5,
ïîëó÷àåì

f(x) = (x2 + x+ 1)(x2 + 2x+ 4).
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

Çàäà÷à

Ìíîãî÷ëåí x4 + 3x3 + 2x2 + x+ 4 ðàçëîæèòü íà íåïðèâîäèìûå
ìíîæèòåëè íàä ïîëåì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 5.

Ðåøåíèå

1 Óáåæäàåìñÿ, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x) = x4 + 3x3 + 2x2 + x+ 4
íå èìååò ëèíåéíûõ äåëèòåëåé.

2 Ïåðåáèðàÿ íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 2 íàä F5,
ïîëó÷àåì

f(x) = (x2 + x+ 1)(x2 + 2x+ 4).
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

Çàäà÷à

Ðàçëîæèòü íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè íàä ïîëåì âû÷åòîâ ïî
ìîäóëþ 2 âñå íîðìèðîâàííûå ìíîãî÷ëåíû âòîðîé ñòåïåíè îò x.

Ðåøåíèå

f1 = x2 = x · x,
f2 = x2 + 1 = (x+ 1)2,

f3 = x2 + x = x · (x+ 1),

f4 = x2 + x+ 1 � íåïðèâîäèì.
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

Çàäà÷à

Ðàçëîæèòü íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè íàä ïîëåì âû÷åòîâ ïî
ìîäóëþ 2 âñå íîðìèðîâàííûå ìíîãî÷ëåíû âòîðîé ñòåïåíè îò x.

Ðåøåíèå

f1 = x2 = x · x,
f2 = x2 + 1 = (x+ 1)2,

f3 = x2 + x = x · (x+ 1),

f4 = x2 + x+ 1 � íåïðèâîäèì.
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

Çàäà÷à

Ðàçëîæèòü íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè íàä ïîëåì âû÷åòîâ äî ìîäóëþ
2 âñå íîðìèðîâàííûå ìíîãî÷ëåíû òðåòüåé ñòåïåíè îò x.

Ðåøåíèå

f1 = x3,

f2 = x3 + 1 = (x+ 1)(x2 + x+ 1),

f3 = x3 + x = x(x+ 1)2,

f4 = x3 + x2 = x2(x+ 1),

f5 = x3 + x+ 1 � íåïðèâîäèì,

f6 = x3 + x2 + 1 � íåïðèâîäèì,

f7 = x3 + x2 + x = x(x2 + x+ 1),

f8 = x3 + x2 + x+ 1 = (x+ 1)3.
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

Çàäà÷à

Ðàçëîæèòü íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè íàä ïîëåì âû÷åòîâ äî ìîäóëþ
2 âñå íîðìèðîâàííûå ìíîãî÷ëåíû òðåòüåé ñòåïåíè îò x.

Ðåøåíèå

f1 = x3,

f2 = x3 + 1 = (x+ 1)(x2 + x+ 1),

f3 = x3 + x = x(x+ 1)2,

f4 = x3 + x2 = x2(x+ 1),

f5 = x3 + x+ 1 � íåïðèâîäèì,

f6 = x3 + x2 + 1 � íåïðèâîäèì,

f7 = x3 + x2 + x = x(x2 + x+ 1),

f8 = x3 + x2 + x+ 1 = (x+ 1)3.
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

Çàäà÷à

Íàéòè âñå íîðìèðîâàííûå ìíîãî÷ëåíû âòîðîé ñòåïåíè îò x,
íåïðèâîäèìûå íàä ïîëåì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 3.

Ðåøåíèå

Äîëæíî áûòü: f(0) 6= 0, f(1) 6= 0, f(2) 6= 0.

f1 = x2 + 1,

f2 = x2 + x+ 2,

f3 = x2 + 2x+ 2.
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

Çàäà÷à

Íàéòè âñå íîðìèðîâàííûå ìíîãî÷ëåíû âòîðîé ñòåïåíè îò x,
íåïðèâîäèìûå íàä ïîëåì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 3.

Ðåøåíèå

Äîëæíî áûòü: f(0) 6= 0, f(1) 6= 0, f(2) 6= 0.

f1 = x2 + 1,

f2 = x2 + x+ 2,

f3 = x2 + 2x+ 2.
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

Çàäà÷à

Íàéòè âñå íîðìèðîâàííûå ìíîãî÷ëåíû òðåòüåé ñòåïåíè îò x,
íåïðèâîäèìûå íàä ïîëåì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 3.

Ðåøåíèå

Äîëæíî áûòü: f(0) 6= 0, f(1) 6= 0, f(2) 6= 0.

f1 = x3 + 2x+ 1,

f2 = x3 + 2x+ 2,

f3 = x3 + x2 + 2,

f4 = x3 + 2x2 + 1,

f5 = x3 + x2 + x+ 2,

f6 = x3 + x2 + 2x+ 1,

f7 = x3 + 2x2 + x+ 1,

f8 = x3 + 2x2 + 2x+ 2.
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

Çàäà÷à

Íàéòè âñå íîðìèðîâàííûå ìíîãî÷ëåíû òðåòüåé ñòåïåíè îò x,
íåïðèâîäèìûå íàä ïîëåì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 3.

Ðåøåíèå

Äîëæíî áûòü: f(0) 6= 0, f(1) 6= 0, f(2) 6= 0.

f1 = x3 + 2x+ 1,

f2 = x3 + 2x+ 2,

f3 = x3 + x2 + 2,

f4 = x3 + 2x2 + 1,

f5 = x3 + x2 + x+ 2,

f6 = x3 + x2 + 2x+ 1,

f7 = x3 + 2x2 + x+ 1,

f8 = x3 + 2x2 + 2x+ 2.
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

Çàäà÷à

1 Ïðîâåðèòü, ÷òî F = F7[x]/(x2 + x− 1) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

2 Âûðàçèòü îáðàòíûé ê 1− x â F â áàçèñå { 1, x }.

Ðåøåíèå

1 f(x) = x2 + x − 1, f(0) = 6, f(1) = 1, f(2) = 5, f(3) = 4,
f(4) = 6, f(5) = 1, f(6) = 6 ⇒
ìíîãî÷ëåí f(x) � íåïðèâîäèì â F7 è F � ïîëå (= F27).

2

F27 = { ax+ b | a, b ∈ F7, x2 = 1− x = 6x+ 1 }
(ax+ b) · (6x+ 1) = . . . = (2a+ 6b)x+ (6a+ b) = 1{

6a+ b = 1
a+ 3b = 0

⇒
{
a = 1
b = 2

Ïðîâåðêà: (6x+ 1)(x+ 2) = 6x2 + 13x+ 2 = 1 + 7x = 1.
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

Çàäà÷à

1 Ïðîâåðèòü, ÷òî F = F7[x]/(x2 + x− 1) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

2 Âûðàçèòü îáðàòíûé ê 1− x â F â áàçèñå { 1, x }.

Ðåøåíèå

1 f(x) = x2 + x − 1, f(0) = 6, f(1) = 1, f(2) = 5, f(3) = 4,
f(4) = 6, f(5) = 1, f(6) = 6 ⇒
ìíîãî÷ëåí f(x) � íåïðèâîäèì â F7 è F � ïîëå (= F27).

2

F27 = { ax+ b | a, b ∈ F7, x2 = 1− x = 6x+ 1 }
(ax+ b) · (6x+ 1) = . . . = (2a+ 6b)x+ (6a+ b) = 1{

6a+ b = 1
a+ 3b = 0

⇒
{
a = 1
b = 2

Ïðîâåðêà: (6x+ 1)(x+ 2) = 6x2 + 13x+ 2 = 1 + 7x = 1.
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

Çàäà÷à

Íàéòè ïîðÿäîê ýëåìåíòà x+ x2 â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå

1 ïîëÿ F2[x]/(x4 + x+ 1);
2 ïîëÿ F2[x]/(x4 + x3 + 1).

Ðåøåíèå

x+ x2 = x(x+ 1)

1 x4 = x+ 1

(x2 + x)2 = x4 + x2 = x2 + x+ 1,

(x2 + x)3 = x(x+ 1)(x2 + x+ 1) = x(x3 + 1) =

= x4 + x = x+ 1 + x = 1.

Îòâåò: 3.
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

Çàäà÷à

Íàéòè ïîðÿäîê ýëåìåíòà x+ x2 â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå

1 ïîëÿ F2[x]/(x4 + x+ 1);
2 ïîëÿ F2[x]/(x4 + x3 + 1).

Ðåøåíèå

x+ x2 = x(x+ 1)

1 x4 = x+ 1

(x2 + x)2 = x4 + x2 = x2 + x+ 1,

(x2 + x)3 = x(x+ 1)(x2 + x+ 1) = x(x3 + 1) =

= x4 + x = x+ 1 + x = 1.

Îòâåò: 3.
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

2 x4 = x3 + 1

(x2 + x)2 = x4 + x2 = x3 + x2 + 1,

(x2 + x)3 = x(x+ 1)(x3 + x2 + 1) = x(x4 + x2 + x+ 1) =

= x(x3 + x2 + x) = x4 + x3 + x2 = x2 + 1,

(x2 + x)4 = (x2 + x)(x2 + x)3 = (x2 + x)(x2 + 1) =

= x4 + x2 + x3 + x = x3 + 1 + x2 + x3 + x =

= x2 + x+ 1,

. . .
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

Çàäà÷à

Íàéòè êîëè÷åñòâî íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ

1 ñòåïåíè 7 íàä ïîëåì F2;
2 ñòåïåíè 6 íàä ïîëåì F5;
3 ñòåïåíè 24 íàä ïîëåì F3.
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

Çàäà÷à

Íàéòè êîëè÷åñòâî íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ

1 ñòåïåíè 7 íàä ïîëåì F2;
2 ñòåïåíè 6 íàä ïîëåì F5;
3 ñòåïåíè 24 íàä ïîëåì F3.
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

Çàäà÷à

×åìó ðàâíî ïðîèçâåäåíèå âñåõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ F62?

Ðåøåíèå

Âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ F62 ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

x2
6−1 − 1 = x63 − 1 = 0 . (∗)

Ïî òåîðåìå Âèåòà èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâíî ñâîáîäíîìó ÷ëåíó, ò.å.
−1 ≡2 1.
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

Çàäà÷à

×åìó ðàâíî ïðîèçâåäåíèå âñåõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ F62?

Ðåøåíèå

Âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ F62 ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

x2
6−1 − 1 = x63 − 1 = 0 . (∗)

Ïî òåîðåìå Âèåòà èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâíî ñâîáîäíîìó ÷ëåíó, ò.å.
−1 ≡2 1.
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

Çàäà÷à

×åìó ðàâíà ñóììà âñåõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ F37.

Ðåøåíèå

Âñå ýëåìåíòû ïîëÿ F62 ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

x37 − x = 0 . (∗)

Ïî òåîðåìå Âèåòà èõ ñóììà ðàâíà êîýôôèöèåíòó ïåðåä x36, ò.å.
0.
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

Çàäà÷à

×åìó ðàâíà ñóììà âñåõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ F37.

Ðåøåíèå

Âñå ýëåìåíòû ïîëÿ F62 ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

x37 − x = 0 . (∗)

Ïî òåîðåìå Âèåòà èõ ñóììà ðàâíà êîýôôèöèåíòó ïåðåä x36, ò.å.
0.
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

Çàäà÷à

Íàéòè íàèìåíüøåå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 2, â êîòîðîì ìíîãî÷ëåí
x19 − 1 ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè.

Ðåøåíèå

x19 − 1 = (x+ 1)19

Íóæíî íàéòè íàèìåíüøåå k òàêîå, ÷òî 19 | (2k− 1) èëè 2k ≡19 1
èëè 2k = m · 19 + 1.
Òàêîå k íóæíî èñêàòü ñðåäè äåëèòåëåé 19− 1 = 18.
Òàê êàê 29 = 2 · 162 = 2 · 9 = −1(mod 19), à 26 = 4 · 24 =
−12(mod 19), òî íè îäèí ñîáñòâåííûé äåëèòåëü 18 íå ïîäõîäèò.
Èòîãî:

218 = 19 · 13797 + 1.

Îòâåò: F18.
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Ïîëÿ Ãàëóà - II

Çàäà÷è

Çàäà÷à

Íàéòè íàèìåíüøåå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 2, â êîòîðîì ìíîãî÷ëåí
x19 − 1 ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè.

Ðåøåíèå

x19 − 1 = (x+ 1)19

Íóæíî íàéòè íàèìåíüøåå k òàêîå, ÷òî 19 | (2k− 1) èëè 2k ≡19 1
èëè 2k = m · 19 + 1.
Òàêîå k íóæíî èñêàòü ñðåäè äåëèòåëåé 19− 1 = 18.
Òàê êàê 29 = 2 · 162 = 2 · 9 = −1(mod 19), à 26 = 4 · 24 =
−12(mod 19), òî íè îäèí ñîáñòâåííûé äåëèòåëü 18 íå ïîäõîäèò.
Èòîãî:

218 = 19 · 13797 + 1.

Îòâåò: F18.
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Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè êîäèðîâàíèÿ

Ðàçäåë I

1 Êîíå÷íûå ïîëÿ èëè ïîëÿ Ãàëóà - I

Ïîëÿ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà

Ïîñòðîåíèå ïîëåé Ãàëóà

Ëèíåéíàÿ àëãåáðà íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì

2 Êîíå÷íûå ïîëÿ èëè ïîëÿ Ãàëóà - II

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ïîëÿ Ãàëóà èç pn

ýëåìåíòîâ

Öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà

Çàäà÷è

3 Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè êîäèðîâàíèÿ

Öèêëè÷åñêèå êîäû
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Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè êîäèðîâàíèÿ

Ðàçäåë II

Êîäû Á×Õ

4 Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ
êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

5 ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Ëèíåàðèçàöèÿ

6 Àëãåáðàè÷åñêèå ðåø¼òêè

Ðåø¼òêè
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Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè êîäèðîâàíèÿ

Äâå çàäà÷è

Åñòü íàáîð ñîîáùåíèé S1, . . . , St, êîòîðûå íóæíî ïåðåäàòü ïî
êàíàëó ñâÿçè.
Ñîîáùåíèÿ ïåðåäàþòñÿ â âèäå êîäîâûõ ñëîâ èç íóëåé è åäèíèö.

Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àÿìè, êîãäà:

1 âñå ñîîáùåíèÿ êîäèðóþòñÿ ñëîâàìè îäèíàêîâîé äëèíû;
2 îøèáêè ïðè ïåðåäà÷å ìîãóò òîëüêî èçìåíÿòü çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ
áèòîâ.

Çàäà÷à (îñíîâíàÿ): ïîñòðîèòü êîä ìèíèìàëüíîé äëèíû,
ïîçâîëÿþùèé âîññòàíîâèòü ñîîáùåíèå, ñîäåðæàùåå íå áîëåå r
îøèáîê.

Çàäà÷à (âñïîìîãàòåëüíàÿ): äàíû

n � äëèíà êîäà,
r � ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîå ÷èñëî îøèáîê;

Òðåáóåòñÿ íàéòè ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî k ñîîáùåíèé, êîòîðîå ìîæíî
ïåðåäàòü.
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Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè êîäèðîâàíèÿ

Äâå çàäà÷è

Åñòü íàáîð ñîîáùåíèé S1, . . . , St, êîòîðûå íóæíî ïåðåäàòü ïî
êàíàëó ñâÿçè.
Ñîîáùåíèÿ ïåðåäàþòñÿ â âèäå êîäîâûõ ñëîâ èç íóëåé è åäèíèö.
Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àÿìè, êîãäà:

1 âñå ñîîáùåíèÿ êîäèðóþòñÿ ñëîâàìè îäèíàêîâîé äëèíû;
2 îøèáêè ïðè ïåðåäà÷å ìîãóò òîëüêî èçìåíÿòü çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ
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ïîçâîëÿþùèé âîññòàíîâèòü ñîîáùåíèå, ñîäåðæàùåå íå áîëåå r
îøèáîê.

Çàäà÷à (âñïîìîãàòåëüíàÿ): äàíû

n � äëèíà êîäà,
r � ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîå ÷èñëî îøèáîê;

Òðåáóåòñÿ íàéòè ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî k ñîîáùåíèé, êîòîðîå ìîæíî
ïåðåäàòü.



Ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà 114 / 225

Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè êîäèðîâàíèÿ

Äâå çàäà÷è

Åñòü íàáîð ñîîáùåíèé S1, . . . , St, êîòîðûå íóæíî ïåðåäàòü ïî
êàíàëó ñâÿçè.
Ñîîáùåíèÿ ïåðåäàþòñÿ â âèäå êîäîâûõ ñëîâ èç íóëåé è åäèíèö.
Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àÿìè, êîãäà:

1 âñå ñîîáùåíèÿ êîäèðóþòñÿ ñëîâàìè îäèíàêîâîé äëèíû;
2 îøèáêè ïðè ïåðåäà÷å ìîãóò òîëüêî èçìåíÿòü çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ
áèòîâ.

Çàäà÷à (îñíîâíàÿ): ïîñòðîèòü êîä ìèíèìàëüíîé äëèíû,
ïîçâîëÿþùèé âîññòàíîâèòü ñîîáùåíèå, ñîäåðæàùåå íå áîëåå r
îøèáîê.

Çàäà÷à (âñïîìîãàòåëüíàÿ): äàíû

n � äëèíà êîäà,
r � ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîå ÷èñëî îøèáîê;

Òðåáóåòñÿ íàéòè ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî k ñîîáùåíèé, êîòîðîå ìîæíî
ïåðåäàòü.



Ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà 114 / 225

Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè êîäèðîâàíèÿ

Äâå çàäà÷è

Åñòü íàáîð ñîîáùåíèé S1, . . . , St, êîòîðûå íóæíî ïåðåäàòü ïî
êàíàëó ñâÿçè.
Ñîîáùåíèÿ ïåðåäàþòñÿ â âèäå êîäîâûõ ñëîâ èç íóëåé è åäèíèö.
Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àÿìè, êîãäà:

1 âñå ñîîáùåíèÿ êîäèðóþòñÿ ñëîâàìè îäèíàêîâîé äëèíû;
2 îøèáêè ïðè ïåðåäà÷å ìîãóò òîëüêî èçìåíÿòü çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ
áèòîâ.

Çàäà÷à (îñíîâíàÿ): ïîñòðîèòü êîä ìèíèìàëüíîé äëèíû,
ïîçâîëÿþùèé âîññòàíîâèòü ñîîáùåíèå, ñîäåðæàùåå íå áîëåå r
îøèáîê.

Çàäà÷à (âñïîìîãàòåëüíàÿ): äàíû

n � äëèíà êîäà,
r � ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîå ÷èñëî îøèáîê;

Òðåáóåòñÿ íàéòè ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî k ñîîáùåíèé, êîòîðîå ìîæíî
ïåðåäàòü.



Ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà 115 / 225

Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè êîäèðîâàíèÿ

Ìåòðèêà íà áèíàðíûõ íàáîðàõ

Òî÷íîå ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è èçâåñòíî ëèøü äëÿ
ñëó÷àåâ

n = 2m− 1, r = 1 è
n = 23, r = 3.

Áóäåì ðåøàòü âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó ïðèáëèæ¼ííî.

Íîðìà ‖γ‖ � ÷èñëî åäèíè÷íûõ êîîðäèíàò â γ̃.
Ìåòðèêà (âñïîìèíàåì, ÷òî ýòî òàêîå) íà ìíîæåñòâå áèíàðíûõ
íàáîðîâ � Õåìèíãîâî ðàññòîÿíèå (⊕ � ñóììà ïî mod 2):

ρ(α̃, β̃) = ‖α̃⊕ β̃‖.

Øàð Õýììèíãà ñ öåíòðîì â α̃ è ðàäèóñîì r �

Sr(α̃)
def
= { β̃ | ρ(α̃, β̃) 6 r }.
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Ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà 116 / 225

Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè êîäèðîâàíèÿ

Ãðóïïîâûå êîäû

Á�îëüøàÿ ÷àñòü òåîðèè êîäèðîâàíèÿ ïîñòðîåíà íà ò.í. ëèíåéíûõ
èëè ãðóïïîâûõ êîäàõ � êîäàõ, îáðàçóþùèõ ãðóïïó
îòíîñèòåëüíî ⊕.

Óòâåðæäåíèå

Óñòîé÷èâàÿ ñîâîêóïíîñòü êîäîâûõ ñëîâ C = { α̃1, . . . , α̃q }
îáðàçóåò ãðóïïó ïî ñëîæåíèþ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ⊕.

Äîêàçàòåëüñòâî

Óñòîé÷èâîñòü: äëÿ ëþáûõ êîäîâûõ ñëîâ α̃i, α̃j ∈ C
âûïîëíÿåòñÿ α̃i ⊕ α̃j = α̃t ∈ C, 1 6 t 6 q �
ïðåäïîëàãàåòñÿ;

Àññîöèàòèâíîñòü: ñâîéñòâî îïåðàöèè ⊕ ;
Ñóùåñòâîâàíèå 0: α̃⊕ α̃ = (0, . . . , 0)

def
= 0̃;

Ïðîòèâîïîëîæíûå ýëåìåíòû: ¬(α̃) = α̃ � ñì. âûøå.
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Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè êîäèðîâàíèÿ

Ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó êîäîâûìè ñëîâàìè

Òåîðåìà

Ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó êîäîâûìè ñëîâàìè îáëàäàåò
ñâîéñòâîì

min
α̃ 6=β̃

ρ
(
α̃, β̃

)
= min

γ̃ 6=0̃
‖ γ̃ ‖ .

Äîêàçàòåëüñòâî

ρ
(
α̃, β̃

)
= ‖ α̃⊕ β̃ ‖= ‖ γ̃ ‖, ïðè÷åì γ̃ 6= 0̃ ïðè α̃ 6= β̃.

Îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêó

min
α̃ 6=β̃

ρ
(
α̃, β̃

)
> min

γ̃ 6=0̃
‖ γ̃ ‖ .

Ýòà îöåíêà äîñòèãàåòñÿ, íàïðèìåð, ïðè β̃ = 0̃.
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Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè
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Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè êîäèðîâàíèÿ

Êîäîâîå ðàññòîÿíèå

Îïðåäåëåíèå

Ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñëîâàìè êîäà íàçûâàåòñÿ êîäîâûì
ðàññòîÿíèåì.

Óòâåðæäåíèå

Ìíîæåñòâî C îáðàçóåò êîä ñ èñïðàâëåíèåì íå áîëåå r îøèáîê, åñëè
Sr(α̃) ∩ Sr(β̃) = ∅ äëÿ âñåõ α̃, β̃ ∈ C òàêèõ, ÷òî α̃ 6= β̃.

Äîêàçàòåëüñòâî

Åñëè ïðè ïåðåäà÷å ñîîáùåíèÿ α̃ ñäåëàíî íå áîëåå r îøèáîê, òî íàáîð
îñòàíåòñÿ â øàðå Sr(α̃).
Åñëè øàðû íå ïåðåñåêàþòñÿ, ïî ëþáîé òî÷êå äàííîãî øàðà
âîññòàíàâëèâàåòñÿ åãî öåíòð.
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Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè êîäèðîâàíèÿ

Ïëîòíàÿ óïàêîâêà øàðîâ â áóëåâ êóá

Ñëåäñòâèå

Ó êîäà, èñïðàâëÿþùåãî r îøèáîê, êîäîâîå ðàññòîÿíèå íå ìåíüøå
2r + 1.

×òîáû ïîñòðîèòü êîä ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà, èñïðàâëÿþùèé r
îøèáîê, íóæíî âëîæèòü â ìíîæåñòâî âñåõ áèíàðíûõ íàáîðîâ
En (áóëåâ êóá) ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî íåïåðåñåêàþùèõñÿ øàðîâ
Õýììèíãà ðàäèóñà r.

Âîïðîñ: Ïðè êàêèõ n è r â êóá En ìîæíî óëîæèòü
íåïåðåñåêàþùèåñÿ øàðû ðàäèóñà r ¾áåç îñòàòêà¿?

Îòâåò: Òàêîå âîçìîæíî ëèøü â äâóõ ñëó÷àÿõ:

1 n = 2m − 1, r = 1;
2 n = 23, r = 3.
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Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè êîäèðîâàíèÿ

Êîëè÷åñòâî êîäîâûõ ñëîâ

Òåîðåìà (Õýììèíãà)

Ïðè 2r < n ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî k êîäîâûõ ñëîâ íàõîäèòñÿ â
ïðåäåëàõ

2n(
n

0

)
+

(
n

1

)
+ . . .+

(
n

2r

) 6 k 6
2n(

n

0

)
+

(
n

1

)
+ . . .+

(
n

r

) .

Äîêàçàòåëüñòâî

k åñòü ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî íåïåðåñåêàþùèõñÿ øàðîâ ðàäèóñà r,
ïîìåùàþùèõñÿ â êóáå En.
Øàð ðàäèóñà r ñîäåðæèò òî÷êè: ñàì öåíòð è âñå òî÷êè ñ îäíîé,
äâóìÿ, ..., r èçìåíåííûìè êîîðäèíàòàìè; ò.å. âñåãî

(
n
0

)
+
(
n
1

)
+(

n
2

)
+ . . .,

(
n
r

)
øòóê.

Òàê êàê øàðû íå ïåðåñåêàþòñÿ, ïîëó÷àåì âåðõíþþ îöåíêó.
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Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè êîäèðîâàíèÿ

Êîëè÷åñòâî êîäîâûõ ñëîâ

Òåîðåìà (Õýììèíãà)

Ïðè 2r < n ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî k êîäîâûõ ñëîâ íàõîäèòñÿ â
ïðåäåëàõ

2n(
n

0

)
+

(
n

1

)
+ . . .+

(
n

2r

) 6 k 6
2n(

n

0

)
+

(
n

1

)
+ . . .+

(
n

r

) .

Äîêàçàòåëüñòâî

k åñòü ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî íåïåðåñåêàþùèõñÿ øàðîâ ðàäèóñà r,
ïîìåùàþùèõñÿ â êóáå En.
Øàð ðàäèóñà r ñîäåðæèò òî÷êè: ñàì öåíòð è âñå òî÷êè ñ îäíîé,
äâóìÿ, ..., r èçìåíåííûìè êîîðäèíàòàìè; ò.å. âñåãî

(
n
0

)
+
(
n
1

)
+(

n
2

)
+ . . .,

(
n
r

)
øòóê.

Òàê êàê øàðû íå ïåðåñåêàþòñÿ, ïîëó÷àåì âåðõíþþ îöåíêó.
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Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè êîäèðîâàíèÿ

Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Äëÿ îöåíêè ñíèçó ïîñòðîèì íåãðóïïîâîé êîä:

1 áåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó En è ñòðîèì âîêðóã íå¼ øàð ðàäèóñà
2r;

2 áåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó âíå ïîñòðîåííîãî øàðà è ñòðîèì âîêðóã
íå¼ øàð ðàäèóñà 2r;

3 è ò.ä., êàæäàÿ íîâàÿ òî÷êà âûáèðàåòñÿ âíå ïîñòðîåííûõ øàðîâ.

Èìååì:

øàðû, âîçìîæíî, ïåðåñåêàþòñÿ, íî êàæäûé øàð çàíèìàåò
(
n
0

)
+(

n
1

)
+ . . .+

(
n
2r

)
òî÷åê, è, ñëåäîâàòåëüíî, øàðîâ íå ìåíåå

2n(
n

0

)
+

(
n

1

)
+...+

(
n

2r

) ;
øàðû ðàäèóñà r ñ öåíòðàìè â âûáðàííûõ òî÷êàõ íå ïåðåñåêàþòñÿ.
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Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè êîäèðîâàíèÿ

Ñëó÷àé n = 2m − 1, r = 1

Ïîêàæåì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå k = 2n

1+n , ò.å. âåðõíÿÿ îöåíêà â
òåîðåìå Õýììèíãà äîñòèãàåòñÿ.
Ïîñòðîèì êîä, à ïîòîì îïðåäåëèì åãî êîäîâîå ðàññòîÿíèå.
Ðàññìîòðèì òàáëèöó:

2m−(m+1)



100. . . 000 1100. . . 000
010. . . 000 1010. . . 000
001. . . 000 1001. . . 000

. . . . . .
000. . . 100 1111. . . 101
000. . . 010 1111. . . 110
000. . . 001 1111. . . 111︸ ︷︷ ︸
2m−(m+1)

︸ ︷︷ ︸
m

Ñëåâà � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà 2m − (m+ 1), ñïðàâà � âñå
áèíàðíûå íàáîðû äëèíû m, ñîäåðæàùèå íå ìåíåå äâóõ åäèíèö.
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Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè êîäèðîâàíèÿ

Ñëó÷àé n = 2m − 1, r = 1: êîä Õýììèíãà

Ïðîñóììèðóåì âñåâîçìîæíûå ñîâîêóïíîñòè ñòðîê ýòîé
òàáëèöû, ïîëó÷èâ âñåãî 22

m−(m+1) íàáîðîâ. Çàìåòèì, ÷òî

22
m−(m+1) =

22
m−1

2m
=

2n

n+ 1
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè ñóììèðóåì

äâå ñòðîêè � â ëåâîé ÷àñòè áóäåò äâå åäèíèöû, à â ïðàâîé �
õîòÿ áû îäíà;

íå ìåíåå òð¼õ ñòðîê � â ëåâîé ÷àñòè áóäåò íå ìåíåå òðåõ åäèíèö;

ò.å. âñåãäà ρ(α̃, β̃) > 3
è øàðû ðàäèóñà 1 ñ öåíòðàìè â ýòèõ íàáîðàõ íå ïåðåñåêàþòñÿ.
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Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè êîäèðîâàíèÿ

Ñëó÷àé n = 2m − 1, r = 1: êîä Õýììèíãà äëèíû 7 (m = 3)

Ïðèìåð

Ñîñòàâèì òàáëèöó äëÿ êîäà Õýììèíãà äëèíû 7:

1 0 0 0 1 1 0
0 1 0 0 1 0 1
0 0 1 0 0 1 1
0 0 0 1 1 1 1

Ñêëàäûâàÿ ïî mod 2 ïðîèçâîëüíûå ñîâîêóïíîñòè ñòðîê,
ïîëó÷àåì 16 ðàçëè÷íûõ áèíàðíûõ ñëîâ. Èìè ìîæíî
çàêîäèðîâàòü 16 ñîîáùåíèé �
íàïðèìåð, 10 öèôð|ðàçäåëèòåëü|=| + | − | × | ÷.

Ïðè ïåðåäà÷å ñîîáùåíèé ñ ïîìîùüþ êîäà Õýììèíãà
ìîæíî èñïðàâèòü îäíó îøèáêó.
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Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè êîäèðîâàíèÿ

Ñëó÷àé n = 23, r = 3

Â ýòîì ñëó÷àå âåðõíÿÿ ãðàíèöà ÷èñëà âëîæåííûõ øàðîâ
ðàäèóñà 3 â êóá 23-ìåðíûé åäèíè÷íûé êóá

223

1 + 23 + 23·22
2 + 23·22·21

6

=
223

2048
=

223

211
= 212 = 4096

äîñòèãàåòñÿ � èìååì ïëîòíóþ óïàêîâêó, êàê è â ðàíåå
ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ.

Äðóãèõ ïàð n è r, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

2n(
n

0

)
+

(
n

1

)
+ . . .+

(
n

r

) � öåëîå

íåèçâåñòíî.
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Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Öèêëè÷åñêèå êîäû

Ðàçäåë I

1 Êîíå÷íûå ïîëÿ èëè ïîëÿ Ãàëóà - I

Ïîëÿ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà

Ïîñòðîåíèå ïîëåé Ãàëóà

Ëèíåéíàÿ àëãåáðà íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì

2 Êîíå÷íûå ïîëÿ èëè ïîëÿ Ãàëóà - II

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ïîëÿ Ãàëóà èç pn

ýëåìåíòîâ

Öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà

Çàäà÷è

3 Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè êîäèðîâàíèÿ

Öèêëè÷åñêèå êîäû
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Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Öèêëè÷åñêèå êîäû

Ðàçäåë II

Êîäû Á×Õ

4 Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ
êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

5 ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Ëèíåàðèçàöèÿ

6 Àëãåáðàè÷åñêèå ðåø¼òêè

Ðåø¼òêè
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Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Öèêëè÷åñêèå êîäû

Öèêëè÷åñêèå êîäû: îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå

Êîä C íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì, åñëè îí èíâàðèàíòåí
îòíîñèòåëüíî öèêëè÷åñêèõ ñäâèãîâ: èç òîãî, ÷òî íàáîð
(α0, . . . , αn−1) ∈ C, ñëåäóåò, ÷òî è âñÿêèé íàáîð
(αs, αs+1, . . . , αn−1, α0, . . . , αs−1) ∈ C.

Ðàíåå ðàññìàòðèâàëèñü áûëî ïîêàçàíî:

Â êîëüöå Fp/(x
n − 1), ðàññìàòðèâàåìîì êàê

âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì Fp, åñòü áàçèñ

{ 1, x, . . . , xn−1 }. Öèêëè÷åñêèé ñäâèã êîîðäèíàò â ýòîì áàçèñå
ðàâíîñèëåí óìíîæåíèþ íà x.
Òåîðåìà: Ïîäïðîñòðàíñòâî I ⊆ Fp/(xn − 1) ÿâëÿåòñÿ
öèêëè÷åñêèì i� I � èäåàë â Fp/(x

n − 1).
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Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Öèêëè÷åñêèå êîäû

Öèêëè÷åñêèå êîäû: ïîñòðîåíèå

Ïîýòîìó ïîñòðîèòü öèêëè÷åñêèé êîä ìîæíî òàê:

ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí xn − 1 è âûáåðåì íåêîòîðûé åãî
äåëèòåëü ϕ(x);
â êîëüöå F2[x]/(xn − 1) îáðàçóåì èäåàë (ϕ(x)).

Îêàçûâàåòñÿ, ïðè óäà÷íîì âûáîðå ϕ(x) êîýôôèöèåíòû
ìíîãî÷ëåíîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ýòîìó èäåàëó, áóäóò äàâàòü
õîðîøèé êîä.
Åñòü òîëüêî íåñêîëüêî êîíñòðóêöèé öèêëè÷åñêèõ êîäîâ ñ
õîðîøèìè ïàðàìåòðàìè.

Âîïðîñ î êîäîâîì ðàññòîÿíèè ïðîèçâîëüíîãî öèêëè÷åñêîãî
êîäà ÷ðåçâû÷àéíî òðóäåí.
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Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Öèêëè÷åñêèå êîäû

Öèêëè÷åñêèå êîäû: ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ

Ïðèìåð

Ïóñòü n = 7. Ðàçëîæåíèå íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè:

x7 − 1 = (1 + x)(1 + x2 + x3)(1 + x+ x3).

Â êà÷åñòâå ϕ âîçüìåì ïîñëåäíèé ìíîæèòåëü, degϕ = 3. Óìíîæàÿ
åãî íà ñòåïåíè x (öèêëè÷åñêè ñäâèãàÿ 3 ðàçà) ïîëó÷èì áàçèñ â
ïîäïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êîäîì:

(1101000)↔ ϕ

(0110100)↔ ϕ · x
(0011010)↔ ϕ · x2

(0001101)↔ ϕ · x3

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî êîäîâîå ðàññòîÿíèå äëÿ ýòîãî êîäà ðàâíî 3.
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Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Öèêëè÷åñêèå êîäû

Öèêëè÷åñêèå êîäû: ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ

Ïðèìåð

Ïóñòü n = 7. Ðàçëîæåíèå íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè:

x7 − 1 = (1 + x)(1 + x2 + x3)(1 + x+ x3).

Â êà÷åñòâå ϕ âîçüìåì ïîñëåäíèé ìíîæèòåëü, degϕ = 3. Óìíîæàÿ
åãî íà ñòåïåíè x (öèêëè÷åñêè ñäâèãàÿ 3 ðàçà) ïîëó÷èì áàçèñ â
ïîäïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êîäîì:

(1101000)↔ ϕ

(0110100)↔ ϕ · x
(0011010)↔ ϕ · x2

(0001101)↔ ϕ · x3

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî êîäîâîå ðàññòîÿíèå äëÿ ýòîãî êîäà ðàâíî 3.
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Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Êîäû Á×Õ

Ðàçäåë I

1 Êîíå÷íûå ïîëÿ èëè ïîëÿ Ãàëóà - I

Ïîëÿ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà

Ïîñòðîåíèå ïîëåé Ãàëóà

Ëèíåéíàÿ àëãåáðà íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì

2 Êîíå÷íûå ïîëÿ èëè ïîëÿ Ãàëóà - II

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ïîëÿ Ãàëóà èç pn

ýëåìåíòîâ

Öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà

Çàäà÷è

3 Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè êîäèðîâàíèÿ

Öèêëè÷åñêèå êîäû



Ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà 132 / 225

Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Êîäû Á×Õ

Ðàçäåë II

Êîäû Á×Õ

4 Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ
êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

5 ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Ëèíåàðèçàöèÿ

6 Àëãåáðàè÷åñêèå ðåø¼òêè

Ðåø¼òêè
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Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Êîäû Á×Õ

Êîäû Á×Õ � êîäû äëèíû n = 2k − 1

Ðàññìîòðèì êîäû äëèíû n = 2k − 1.
Ðàññìàòðèâàåìûé äàëåå ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ¾õîðîøåãî¿ êîäà,
èñïðàâëÿþùåãî ¾ìíîãî¿ îøèáîê ïðåäëîæèëè Ðàäæ ×àíäðà
Áîóç è Äâàéäæåíäðà Êàìàð Ðåé-×îóäõóðè â 1959 ã. è
íåçàâèñèìî Àëåêñèñ Õîêâèíãåì â 1960 ã.

Ïîýòîìó êîäû, êîòîðûå ìû ðàññìîòðèì, íàçûâàþòñÿ êîäàìè
Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà èëè Á×Õ-êîäàìè (BCH,
Bose-Chaudhuri-Hocquenghem) � ýòî êëàññ öèêëè÷åñêèõ êîäîâ,
èñïðàâëÿþùèõ êðàòíûå (2 è áîëåå) îøèáêè.
Òåîðåòè÷åñêè êîäû Á×Õ ìîãóò èñïðàâëÿòü ïðîèçâîëüíîå
êîëè÷åñòâî îøèáîê, íî ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàåòñÿ
äëèíà êîäîâîãî ñëîâà (÷òî ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ñêîðîñòè
ïåðåäà÷è äàííûõ è óñëîæíåíèþ ïðèåìî-ïåðåäàþùåé
àïïàðàòóðû).

Êîäû Õýììèíãà � ÷àñòíûé ñëó÷àé Á×Õ-êîäîâ.
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Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Êîäû Á×Õ

Óòî÷íåíèå îïèñàííîé âûøå ñõåìû ïðè n = 2k − 1 �

� êîíêðåòèçèðóþùåé âûáîð èäåàëà.

1 Ñòðîèì ïîëå Fn2 = F2/(f), f � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí.
2 Ýëåìåíòû Fn∗2 îáðàçóþò öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó ïî óìíîæåíèþ.
3 Âûáåðåì ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò α ∈ Fn∗2 è ðàññìîòðèì åãî
ñòåïåíè

α, α2, . . . , α2r,

ãäå r � ÷èñëî îøèáîê, êîòîðûå íóæíî óìåòü èñïðàâëÿòü.
4 Â ðàçëîæåíèè ìíîãî÷ëåíà xn−1 âûáåðåì òàêèå íåïðèâîäèìûå
ìíîãî÷ëåíû, ÷òîáû êàæäàÿ èç óêàçàííûõ ñòåïåíåé áûëà êîðíåì
îäíîãî èç íèõ.
ϕ åñòü ðåçóëüòàò ïåðåìíîæåíèÿ ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ.
Êîäû � êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ èç èäåàëà (ϕ).

Îêàçûâàåòñÿ (äàëåå áóäåò äîêàçàíî), ÷òî ýòî ãàðàíòèðóåò
èñïðàâëåíèå r îøèáîê.
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Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Êîäû Á×Õ

Ïîñòðîåíèå êîäà Á×Õ, èñïðàâëÿþùåãî 3 îøèáêè

Ïðèìåð (k = 4, ìíîãî÷ëåí äëÿ ðàçëîæåíèÿ: x15 − 1)

Ïóñòü íóæåí êîä, èñïðàâëÿþùèé r = 3 îøèáêè. Çíà÷èò, íóæíî
íàéòè ìíîãî÷ëåíû, êîðíÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïåðâûå 2r = 6
ñòåïåíåé ïîðîæäàþùåãî ýëåìåíòà α.

åñëè ìíîãî÷ëåí èìååò êîðåíü òî îí èìååò êîðíè

1 α α2, α4, α8

2 α3 α6, α12, α9 (= α24)
3 α5 α10

Ïî òð¼ì íàáîðàì êîðíåé ïîñòðîèì òðè ìíîãî÷ëåíà, äâà � 4-é
ñòåïåíè è îäèí � 2-é. Ïåðåìíîæèâ èõ, ïîëó÷èì ìíîãî÷ëåí 10-é
ñòåïåíè.
Èäåàë ïî ìîäóëþ ýòîãî ìíîãî÷ëåíà áóäåò 5-ìåðíûì
ïðîñòðàíñòâîì.
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Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Êîäû Á×Õ

Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ ñîäåðæèò èäåàë (ϕ)?

ϕ = ïðîèçâåäåíèå íåêîòîðûõ íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ-
äåëèòåëåé xn − 1.
Êàæäûé äåëèòåëü èìååò, êàê ìèíèìóì, 2 êîðíÿ èç ñîâîêóïíîñòè
{α, . . . , α2r }, ò.å. èõ òðåáóåòñÿ íå áîëåå r øòóê.
Åñëè äåëèòåëü èìååò êîðíÿìè s ýëåìåíòîâ {αm, α2m, . . . , α2sm },
òî 2s 6 n = 2k − 1, ò.å. ñòåïåíü êàæäîãî äåëèòåëÿ íå áîëåå
k = log2(n+ 1).
degϕ 6 rk = r log2(n+ 1).
Èäåàë, ïîðîæäåííûé ϕ, èìååò ðàçìåðíîñòü n− degϕ.
|(ϕ)| 6 2n−r log2(n+1) = 2n

(n+1)r .

ßñíî, ÷òî ýòà îöåíêà äàëåêà îò òî÷íîñòè.
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Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Êîäû Á×Õ

Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ ñîäåðæèò èäåàë (ϕ)?

ϕ = ïðîèçâåäåíèå íåêîòîðûõ íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ-
äåëèòåëåé xn − 1.
Êàæäûé äåëèòåëü èìååò, êàê ìèíèìóì, 2 êîðíÿ èç ñîâîêóïíîñòè
{α, . . . , α2r }, ò.å. èõ òðåáóåòñÿ íå áîëåå r øòóê.
Åñëè äåëèòåëü èìååò êîðíÿìè s ýëåìåíòîâ {αm, α2m, . . . , α2sm },
òî 2s 6 n = 2k − 1, ò.å. ñòåïåíü êàæäîãî äåëèòåëÿ íå áîëåå
k = log2(n+ 1).
degϕ 6 rk = r log2(n+ 1).
Èäåàë, ïîðîæäåííûé ϕ, èìååò ðàçìåðíîñòü n− degϕ.
|(ϕ)| 6 2n−r log2(n+1) = 2n

(n+1)r .

ßñíî, ÷òî ýòà îöåíêà äàëåêà îò òî÷íîñòè.
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Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Êîäû Á×Õ

Îöåíêà êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ

Ïîêàæåì, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè êîäà íå ìåíüøå, ÷åì
2r + 1 (÷òî íàì è òðåáóåòñÿ!).

Âñå ìíîãî÷ëåíû, âõîäÿùèå â íàø êîä � â èäåàë (ϕ) �, êðàòíû
ϕ ⇒ êàæäûé êîäîâûé ìíîãî÷ëåí èìååò êîðíè α, α2, . . . , α2r

(êàê è ϕ).

Êîäîâîå ðàññòîÿíèå = min ‖γ̃‖, γ̃ � ýëåìåíò êîäà.

Çíà÷èò, íàäî äîêàçàòü ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå

Åñëè ìíîãî÷ëåí ψ ∈ (ϕ) èìååò êîðíè αs, s = 1, . . . , 2r, òî ó ψ
íå ìåíåå 2r + 1 íåíóëåâîãî êîýôôèöèåíòà.
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Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Êîäû Á×Õ

Îöåíêà êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ

Ïîêàæåì, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè êîäà íå ìåíüøå, ÷åì
2r + 1 (÷òî íàì è òðåáóåòñÿ!).

Âñå ìíîãî÷ëåíû, âõîäÿùèå â íàø êîä � â èäåàë (ϕ) �, êðàòíû
ϕ ⇒ êàæäûé êîäîâûé ìíîãî÷ëåí èìååò êîðíè α, α2, . . . , α2r

(êàê è ϕ).

Êîäîâîå ðàññòîÿíèå = min ‖γ̃‖, γ̃ � ýëåìåíò êîäà.

Çíà÷èò, íàäî äîêàçàòü ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå

Åñëè ìíîãî÷ëåí ψ ∈ (ϕ) èìååò êîðíè αs, s = 1, . . . , 2r, òî ó ψ
íå ìåíåå 2r + 1 íåíóëåâîãî êîýôôèöèåíòà.
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Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Êîäû Á×Õ

Îöåíêà êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ...

Äîêàçàòåëüñòâî

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

ψ(x) = a0 + a1x+ . . .+ an−1x
n−1,

óäîâëåòâîðÿþùèé óêàçàííîìó óñëîâèþ.
Êîýôôèöèåíòû ψ(x) ñîñòàâëÿþò ðåøåíèå ñëåäóþùåé ñèñòåìû
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

1 α α2 . . . αn−1

1 α2 (α2)2 . . . (α2)n−1

. . . . . . . . . . . . . . .
1 α2r (α2r)2 . . . (α2r)n−1




a0
a1
. . .
an−1

 =


0
0
. . .
0

 .
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Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Êîäû Á×Õ

Åñëè íàáîð a = (a0, . . . , an−1) � ðåøåíèå óêàçàííîé ñèñòåìû,
òî ìåæäó ‖a‖ ñòîëáöàìè ìàòðèöû ñèñòåìû åñòü ëèíåéíàÿ
çàâèñèìîñòü. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáûå 2r
ñòîëáöîâ ýòîé ìàòðèöû ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Òåîðèÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ êîíå÷íûì ïîëåì íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò
ïðèâû÷íîé òåîðèè ðåøåíèÿ ÑËÀÓ íàä R (îíà âîâñå íå çàâèñèò
îò ïîëÿ çàäàíèÿ).
Â ÷àñòíîñòè, ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó ñòîëáöàìè
êâàäðàòíîé ìàòðèöû ðàâíîñèëüíà îáðàùåíèþ â íóëü
îïðåäåëèòåëÿ ýòîé ìàòðèöû.

Íàì òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî â a íå ìåíåå 2r + 1 íåíóëåâûõ
ýëåìåíòîâ ⇒ âûáåðåì èç ìàòðèöû ñòîëáöû j1, j2, . . . , j2r.
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Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Êîäû Á×Õ

Ïîëó÷èì êâàäðàòíóþ ìàòðèöó
αj1 αj2 . . . αj2r

(α2)j1 (α2)j2 . . . (α2)j2r

. . . . . . . . . . . .
(α2r)j1 (α2r)j2 . . . (α2r)j2r


Âûíåñåì èç âñåõ ýëåìåíòîâ ñòîëáöà t îáùèé ìíîæèòåëü αjt .
Ïîëó÷èì, ÷òî îïðåäåëèòåëü íàøåé ìàòðèöû ñ òî÷íîñòüþ äî
íåíóëåâîãî ìíîæèòåëÿ αj1+j2+...+j2r ðàâåí

V =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1
αj1 αj2 . . . αj2r

(αj1)1 (αj2)2 . . . (αj2r)2

. . . . . . . . . . . .
(αj1)2r−1 (αj2)2r−1 . . . (αj2r)2r−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Êîäû Á×Õ

Ýòî õîðîøî èçâåñòíûé îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà. Âû÷èñëÿåòñÿ
îí íàä êîíå÷íûì ïîëåì òî÷íî òàê æå, êàê è íàä R:

V =
∏
t1<t2

(
αjt2 − αjt1

)
.

Â êà÷åñòâå α âçÿò ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò ìóëüòèïëèêàòèâíîé
ãðóïïû ïîëÿ F2∗2 , ïîýòîìó âñå ñòåïåíè α âïëîòü äî (n − 1)-é
ðàçëè÷íû.
Ïîýòîìó V 6= 0.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî: ðàññòîÿíèå ìåæäó êîäîâûìè ñëîâàìè
íå ìåíüøå 2r + 1 ⇒ ïîñòðîåííûé êîä äåéñòâèòåëüíî
èñïðàâëÿåò r îøèáîê.
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Êîäû Á×Õ

Ýòî õîðîøî èçâåñòíûé îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà. Âû÷èñëÿåòñÿ
îí íàä êîíå÷íûì ïîëåì òî÷íî òàê æå, êàê è íàä R:

V =
∏
t1<t2

(
αjt2 − αjt1

)
.

Â êà÷åñòâå α âçÿò ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò ìóëüòèïëèêàòèâíîé
ãðóïïû ïîëÿ F2∗2 , ïîýòîìó âñå ñòåïåíè α âïëîòü äî (n − 1)-é
ðàçëè÷íû.
Ïîýòîìó V 6= 0.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî: ðàññòîÿíèå ìåæäó êîäîâûìè ñëîâàìè
íå ìåíüøå 2r + 1 ⇒ ïîñòðîåííûé êîä äåéñòâèòåëüíî
èñïðàâëÿåò r îøèáîê.
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Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Êîäû Á×Õ

×òî äàëüøå?

Äëÿ âûáîðà ìèíèìàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ïðè ïîñòðîåíèè Á×Õ-
êîäîâ ñîñòàâëåíû ñïåöèàëüíûå òàáëèöû.

Äëÿ äåêîäèðîâàíèÿ Á×Õ-êîäîâ èñïîëüçóþò ñïåöèàëüíî
ðàçðàáîòàííûå ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû
(íàïðèìåð, àëãîðèòì Ïèòåðñîíà-Ãîðåíñòåéíà-Öèðëåðà).

Øèðîêî èñïîëüçóåìûì ïîäìíîæåñòâîì êîäîâ Á×Õ ÿâëÿþòñÿ
êîäû Ðèäà-Ñîëîìîíà, êîòîðûå ïîçâîëÿþò èñïðàâëÿòü ïàêåòû
îøèáîê.
Ïàêåò îøèáîê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð îøèáîê (1 � ñèìâîë
îøèáî÷åí, 0 � íåò) òàêèõ, ÷òî ïåðâûé è ïîñëåäíèé èç íèõ
îòëè÷íû îò íóëÿ.
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå

Ðàçäåë I

1 Êîíå÷íûå ïîëÿ èëè ïîëÿ Ãàëóà - I

Ïîëÿ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà

Ïîñòðîåíèå ïîëåé Ãàëóà

Ëèíåéíàÿ àëãåáðà íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì

2 Êîíå÷íûå ïîëÿ èëè ïîëÿ Ãàëóà - II

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ïîëÿ Ãàëóà èç pn

ýëåìåíòîâ

Öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà

Çàäà÷è

3 Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè êîäèðîâàíèÿ

Öèêëè÷åñêèå êîäû
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå

Ðàçäåë II

Êîäû Á×Õ

4 Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ
êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

5 ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Ëèíåàðèçàöèÿ

6 Àëãåáðàè÷åñêèå ðåø¼òêè

Ðåø¼òêè
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå

Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå: äâà îïðåäåëåíèÿ

Ãðóïïà G = 〈G, ◦, e 〉, |G| = n.
Ìíîæåñòâî T , |T | = N .

Bij(T ) � ìíîæåñòâî âñåõ áèåêöèé íà T.
Symm(T ) � ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ìíîæåñòâà T :

Symm(T ) = 〈Bij(T ), ∗, 1T 〉 ,

Äåéñòâèå α ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå T � G :
α
T .

Äâà îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå (1)

α ∈ Hom (G, Symm(T ) ).
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå

Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå: äâà îïðåäåëåíèÿ...

Îïðåäåëåíèå (2)

α = 〈G, T, ◦, ∗, e, 1T 〉 ,

ãäå

- G×G ◦→ G � ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ;
- G× T ∗→ T � íîâàÿ îïåðàöèÿ.

Àêñèîìû äëÿ îïåðàöèé:

e ∗ t = t ;
(g ◦ h) ∗ t = h ∗ (g ∗ t).

Çàïèñü îïåðàöèè ∗: g(t) = t ′.

Àêñèîìû: e(t) = t è (g ◦ h)(t) = h(g(t)).

Ò.å. g � ïåðåñòàíîâêè íà T , îáëàäàþùèå âûøåóêàçàííûìè
ñâîéñòâàìè.
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå

Äëÿ äàííîé ïåðåñòàíîâêè g:

Ââåä¼ì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼g íà T �

t ∼g t ′
def
= ∃ k

(
gk(t) = t ′

)
.

Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè íàçûâàþò g-öèêëàìè. Âñåãî C(g)
êëàññîâ.

Êîëè÷åñòâà öèêëîâ äëèíû 1, 2, . . . , N îáîçíà÷àþò
ν1, ν2, . . . , νN èëè ν1(g), ν2(g), . . . , νN (g).

Èõ óïîðÿäî÷åííóþ ñîâîêóïíîñòü, çàïèñàííóþ êàê

Type(g) = 〈 ν1, ν2, . . . , νN 〉 èëè 〈 1 ν1 , 2 ν2 , . . . , N νN 〉

íàçûâàþò òèïîì ïåðåñòàíîâêè g.

Ïîíÿòíî, ÷òî C(g) =
N∑
k=1

νk(g) è
N∑
k=1

k · νk(g) = N .
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå

Ïðèìåð

Ïóñòü

T = { 1, . . . , 10 },

g =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
9 6 1 8 5 2 7 10 3 4

)
=

= (1, 9, 3)(2, 6)(4, 8, 10)(5)(7)

Òîãäà Type(g) = 〈 12, 21, 32, 40, . . . , 100 〉 =
〈 2, 1, 2, 0, . . . , 0 〉
è C(g) = 5.
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå

Ïî âñåé ãðóïïå G:

Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼G íà T �

t ∼G t ′
def
= ∃

G
g
(
g(t) = t′

)
.

Êëàññû ýòîé ýêâèâàëåíòíîñòè íàçûâàþò îðáèòàìè.
×èñëî îðáèò (êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè) � C(G).
Åñëè C(G) = 1 (ëþáîé ýëåìåíò T ìîæåò áûòü ïåðåâåä¼í â
ëþáîé), òî äåéñòâèå G :

α
T íàçûâàþò òðàíçèòèâíûì.

Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, â êîòîðóþ ïîïàäàåò ýëåìåíò t áóäåì
îáîçíà÷àòü Orb (t).
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå

Íåïîäâèæíûå òî÷êè ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé G: g(t) = t

Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî ðàâåíñòâà ìîæíî ôèêñèðîâàòü t èëè g.

1 Ôèêñèðóåì g, ò.å. íàõîäèì âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà T , êîòîðûå
ïåðåñòàíîâêà g îñòàâëÿåò íà ìåñòå:

{ t ∈ T | g(t) = t } = ν1(g)
def
= Fix (g) ⊆ T .

2 Ôèêñèðóåì t, ò.å íàõîäèì âñå ïåðåñòàíîâêè g, êîòîðûå îñòàâëÿþò
äàííûé ýëåìåíò íåïîäâèæíûì:

{ g ∈ G | g(t) = t } def
= Stab (t) ⊆ G .

Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

C(G) =
1

|G|
∑
g∈G

∣∣∣Fix (g)
∣∣∣ =

1

|G|
∑
t∈T

∣∣∣ Stab (t)
∣∣∣ .

Ïåðâîå ðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ ëåììîé Áåðíñàéäà (1911).
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå

Ñòàáèëèçàòîð åñòü ïîäãðóïïà

1 Fix (g) � ñòàáèëèçàòîð ïåðåñòàíîâêè g;
2 Stab (t) � ñòàáèëèçàòîð ýëåìåíòà t.

Ëåììà

Stab (t) 6 G.

Äîêàçàòåëüñòâî

Çàôèêñèðóåì t ∈ T è ðàññìîòðèì g, h ∈ Stab (t). Òîãäà g(t) =
h(t) = t è h−1(t) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

(g ◦ h−1) ∗ t = t ⇒ g ◦ h−1 ∈ Stab (t) .

| Stab (t)| > 1, ïîñêîëüêó âñåãäà e ∈ Stab (t).
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå

Ñòàáèëèçàòîð

Ëåììà

Äëèíà îðáèòû Orb (t) ðàâíà èíäåêñó Stab (t) â ãðóïïå G, ò.å.

|Orb (t)| = |G| : | Stab (t)| .

Ïðèìåð

O � ãðóïïà âðàùåíèé êóáà (ãðóïïà îêòàýäðà). Íàéòè Stab (t).

Ðåøåíèå: Stab (t) ∼= Z3 � ãðóïïà âðàùåíèé íà 120◦ âîêðóã
äèàãîíàëè êóáà, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äàííóþ âåðøèíó.

Óòâåðæäåíèå

×èñëî ýëåìåíòîâ â ãðóïïå âðàùåíèÿ ïðàâèëüíîãî ìíîãîãðàííèêà
åñòü |V | · |E0|, ãäå |V | � ÷èñëî âåðøèí, à |E0| � ÷èñëî ð¼áåð,
âûõîäÿùèõ èç îäíîé âåðøèíû.
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå

Ïëàòîíîâû òåëà (ïðàâèëüíûå 3-õ ìåðíûå ìíîãîãðàííèêè)

Ïëàòîíîâû òåëà Ãðóïïà ñèììåòðèè Ïîðÿäîê ãðóïïû

òåòðàýäð T 4 · 3 = 12
êóá è îêòàýäð O 8 · 3 = 24

èêîñàýäð è äîäåêàýäð Y 12 · 5 = 60

Îêòàýäð Èêîñàýäð Äîäåêàýäð
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå

Ïðèìåð

Äåéñòâèå ãðóïïû V4 íà ìíîæåñòâå T = { t1, . . . t6 }
◦ e a b ab

e e a b ab

a a e ab b

b b ab e a

ab ab b a e

g ∗ t t1 t2 t3 t4 t5 t6

e t1 t2 t3 t4 t5 t6
a t2 t1 t4 t3 t6 t5
b t3 t4 t1 t2 t5 t6
ab t4 t3 t2 t1 t6 t5
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå

Type(e) = 〈 6, 0, 0, 0, 0, 0 〉 , T ype(a) = 〈 0, 3, 0, 0, 0, 0 〉 ,
T ype(b) = 〈 2, 2, 0, 0, 0, 0 〉 , T ype(ab) = 〈 0, 3, 0, 0, 0, 0 〉 .

C(e) = 6 , C(a) = C(ab) = 3 , C(b) = 4 .

Stab (t1) = Stab (t2) = Stab (t3) = Stab (t4) = e 6 V4 ,

Stab (t5) = Stab (t6) = 〈 e, b 〉 6 V4 .

Fix (a) = Fix (ab) = ∅ , Fix (b) = { t5, t6 } , Fix (e) = T .

|Orb (t1)| =
4

1
= 4 , |Orb (t5)| =

4

2
= 2 .

1

4

∑
g∈G
|Fix (g)| =

6 + 2

4
= 2 ,

1

4

∑
t∈T
| Stab (t)| =

4 · 1 + 2 · 2
4

= 2 .
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

Ðàçäåë I

1 Êîíå÷íûå ïîëÿ èëè ïîëÿ Ãàëóà - I

Ïîëÿ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà

Ïîñòðîåíèå ïîëåé Ãàëóà

Ëèíåéíàÿ àëãåáðà íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì

2 Êîíå÷íûå ïîëÿ èëè ïîëÿ Ãàëóà - II

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ïîëÿ Ãàëóà èç pn

ýëåìåíòîâ

Öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà

Çàäà÷è

3 Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè êîäèðîâàíèÿ

Öèêëè÷åñêèå êîäû
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

Ðàçäåë II

Êîäû Á×Õ

4 Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ
êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

5 ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Ëèíåàðèçàöèÿ

6 Àëãåáðàè÷åñêèå ðåø¼òêè

Ðåø¼òêè
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

Çàäà÷à (ïðî ñëîâà)

Ñîñòàâëÿþòñÿ ñëîâà äëèíû l > 2 èç àëôàâèòà A =
{ a1, . . . , am }. Ñëîâà ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè
ïîëó÷àþòñÿ îäíî èç äðóãîãî òðàíñïîçèöèåé êðàéíèõ áóêâ.
Îïðåäåëèòü ÷èñëî S íåýêâèâàëåíòíûõ ñëîâ.

Ðåøåíèå

T � ìíîæåñòâî ñëîâ äëèíû l â àëôàâèòå A, N = |T | = ml.
Íàäî ïðåäñòàâèòü ýêâèâàëåíòíîñòè êàê îðáèòû íåêîòîðîãî
äåéñòâèÿ ïîäõîäÿùåé ãðóïïû G íà T .
Î÷åâèäíî, g2 = e è ïîýòîìó ïîäõîäèò G ∼= Z2 = { e, g }. Ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî âûøå îïðåäåëåíî äåéñòâèå Z2 íà T .
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

×èñëî S íåýêâèâàëåíòíûõ ñëîâ åñòü ÷èñëî êëàññîâ
ýêâèâàëåíòíîñòè C(G) äåéñòâèÿ Z2 :

α
T �

|Fix (e)| = |T | = ml , |Fix (g)| = ml−2 ·m = ml−1.

S = C(Z2) =
1

2

∑
g∈G
|Fix (g)| =

ml +ml−1

2
=

ml−1(m+ 1)

2
.

Äëÿ l = 3, m = 2 ⇒ S = 4·3
2 = 6 (èç 8)

Ïóñòü A = {a, b}. Ïîêàçàíû ñëîâ è êëàññû.

aaa - baa -
aab - bab -
aba - bba -
abb - bbb -
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

Çàäà÷à

Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ýëåìåíòû g è h ãðóïïû G ñîïðÿæåíû, òî
Stab (g) = Stab (h).

Ðåøåíèå

gf = fh ⇒ Stab (gf) = Stab (g) ∩ Stab (f) = Stab (fh) =

= Stab (f) ∩ Stab (h) ⇒ Stab (g) = Stab (h).
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

Çàäà÷à

Ãðóïïà âðàùåíèé êóáà ãðóïïó ïåðåñòàíîâîê íà ìíîæåñòâå åãî
âåðøèí. Îïðåäåëèòü òèïû âñåõ ïåðåñòàíîâîê ýòîé ãðóïïû.

Ðåøåíèå

O = 〈 t, f, r 〉 , t4 = f2 = r3 = e, ãäå

t � âðàùåíèå íà 90◦ âîêðóã îñè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå ïðîòèâîïîëîæíûå
ãðàíè (2�2);
f � âðàùåíèå íà 180◦ âîêðóã îñè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâà ïðîòèâîïîëîæíûå
ðåáðà (◦�◦);
r � âðàùåíèå íà 120◦ âîêðóã îñè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå ïðîòèâîïîëîæíûå
âåðøèíû (M�M).
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

Èìååì

2 : Type(t) =
= Type(t3) = 〈0, 0, 0, 2, 0, . . .〉,
Type(t2) = 〈0, 4, 0, . . .〉;

◦ : Type(f) = 〈0, 4, 0, . . .〉;

M: Type(r) = Type(r2) = 〈2, 0, 2, 0, . . .〉.



Ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà 163 / 225

Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

Öèêëîâîé èíäåêñ

Ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà
1
|G|
∑
g∈G

∣∣∣Fix (g)
∣∣∣ = C(G) êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè(îðáèò).

Ñîïîñòàâèì êàæäîé ïåðåñòàíîâêå g ∈ G âåñ w(g) ïî ïðàâèëó:

Type(g) = 〈ν1, . . . , νN 〉 ⇒ w(g) = xν11 · . . . · x
νN
N .

xν11 · . . . · x
νN
N � ìîíîì.

Îïðåäåëåíèå

Ñðåäíèé âåñ ïîäñòàíîâîê â ãðóïïå íàçûâàåòñÿ öèêëîâûì
èíäåêñîì äåéñòâèÿ G :

α
T :

P (G :
α
T, x1, . . . , xN ) =

1

|G|
∑
g∈G

w(g) =
1

|G|
∑
g∈G

xν11 · . . . · x
νN
N .

Äëÿ ïðîäâèíóòûõ: ýòî (êîíå÷íàÿ) ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ.
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

Öèêëîâîé èíäåêñ: îáîçíà÷åíèÿ è ñâîéñòî

Äðóãèå îáîçíà÷åíèÿ: PG(x1, . . . , xN ) è PG, P (G).

G ∼= G ′ ⇒ PG = PG ′ � äà, åñëè äåéñòâèÿ îïðåäåëåíû
îäèíàêîâî (ñîãëàñîâàíî)
PG = PG ′ 6⇒ G ∼= G ′ � íåò, åñòü êîíòðïðèìåð

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ óíèâåðñàëüíîãî ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ C(G)
íàäî ïðåäñòàâèòü ýêâèâàëåíòíûå ýëåìåíòû êàê êëàññû
ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîõðàíÿþùèå íåêîòîðûå õàðàêòåðèñòèêè
ýëåìåíòîâ ïðè ïåðåñòàíîâêàõ.
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

×èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ ðàñêðàñîê

Ïóñòü çàäàíî äåéñòâèå G :
α
T ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå T .

Ïðèïèøåì êàæäîìó ýëåìåíòó T îäíî èç r çíà÷åíèé � ïîêðàñèì
â îäèí èç r öâåòîâ. Âñåãî âîçìîæíî rN ðàçëè÷íûõ ðàñêðàñîê.
Íå áóäåì ðàçëè÷àòü ðàñêðàñêè, åñëè ïðè ïðåîáðàçîâàíèè
g : t → t′ ýëåìåíò ñîõðàíÿåò öâåò (t′ ðàñêðàøåí òàêæå êàê
t′). Ò.å. êàæäûé g-öèêë ðàñêðàøåí îäíèì ñïîñîáîì.

• • • •

• • • •
Ðèñ. 1. Ïåðåñòàíîâêà g � ïîâîðîò íà +90◦

Âîïðîñ: Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íåýêâèâàëåíòíûõ ðàñêðàñîê �
êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè C(G)?
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

Âû÷èñëåíèå C(G) ÷åðåç öèêëîâîé èíäåêñ

Êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ýòî g-öèêë; èõ C(g) = ν1+
. . .+ νN øòóê.
Êàæäàÿ ïåðåñòàíîâêà g ∈ G ñ òèïîì 〈 ν1, . . . , νN 〉 áóäåò
èìåòü rC(g) íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Áåðíàéñà, ÷èñëî ïîëó÷åííûõ
êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè, ò.å. íåýêâèâàëåíòíûõ ðàñêðàñîê
(ïðèïèñûâàíèé) åñòü

Òåîðåìà

C(G :
α
T ) = P (G :

α
T, r, . . . , r).

Íàïðèìåð, PG(1, . . . , 1) = 1.
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

Ïðèìåð

Çàäà÷à (ïðî ñëîâà)

Ñîñòàâëÿþòñÿ ñëîâà äëèíû l > 2 èç àëôàâèòà A =
{ a1, . . . , am }. Ñëîâà ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè
ïîëó÷àþòñÿ îäíî èç äðóãîãî òðàíñïîçèöèåé êðàéíèõ áóêâ.
Îïðåäåëèòü ÷èñëî S íåýêâèâàëåíòíûõ ñëîâ.

Áûëî ðåøåíèå: S = ml+ml−1

2 .

Äðóãîå ðåøåíèå: G = { e, g } ∼= Z2; T : ©
l−2︷ ︸︸ ︷

© . . .©©︸ ︷︷ ︸
l

.

Ýëåìåíò ãðóïïû g Type(g) w(g) #ìîíîìîâ

e 〈 l, 0, . . . , 0 〉 xl1 1

g 〈 l − 2, 1, 0, . . . , 0 〉 xl−21 x12 1

Öèêëîâîé èíäåêñ: P (x1, . . . , xl) =
xl1+x

l−2
1 x12
2 .

P (x1, . . . , xl)|x1=...=xl=m = S.
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

Çàäà÷à îá îæåðåëüÿõ �

îäíà èç êëàññè÷åñêèõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷.
Îæåðåëüå � îêðóæíîñòü, íà êîòîðîé íà ðàâíûõ ðàññòîÿíèÿõ ïî
äóãå ðàñïîëàãàþòñÿ ¾áóñèíû¿ (áóñèíû ðàñïîëàãàþòñÿ â
âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà).

Çàäà÷à (îá îæåðåëüÿõ)

Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ îæåðåëèé ìîæíî ñîñòàâèòü èç n áóñèí r
öâåòîâ?

Âàðèàíòû. Îæåðåëüÿ ðàâíû åñëè è òîëüêî åñëè
îäíî ïîëó÷àåòñÿ èç äðóãîãî

1 ïîâîðîòîì (áóñèíû ïëîñêèå,
îêðàøåíû ñ îäíîé ñòîðîíû);

2 ïîâîðîòîì è îñåâîé ñèììåòðèåé
(áóñèíû êðóãëûå);
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

Çàäà÷à îá îæåðåëüÿõ: N = 5, r = 3

Çàäà÷à

Ñêîëüêî ðàçíûõ îæåðåëèé ìîæíî ñîñòàâèòü èç 5 áóñèí 3 öâåòîâ?

T � âåðøèíû ïðàâèëüíîãî ïÿòèãîëüíèêà. #Col(3) =?

1 Îæåðåëüÿ îäèíàêîâû, åñëè îäíî ïîëó÷àåòñÿ èç äðóãîãî ïîâîðîòîì.

Ðåøåíèå

G � ãðóïïà âðàùåíèÿ ïðàâèëüíîãî ïÿòèãîëüíèêà: G ∼= Z5 = 〈t〉,
t5 = e, n = 5.

Ýëåìåíò ãðóïïû g Type(g) w(g) # ìîíîìîâ

e 〈 5, 0, 0, 0, 0 〉 x51 1
t, t2, t3, t4 〈 0, 0, 0, 0, 1 〉 x5 4

Öèêëîâîé èíäåêñ: P (x1, x2, x3, x4, x5) = 1
5 [x51 + 4x5].

#Col(3) = P (3, . . . , 3) =
35 + 4 · 3

5
= 51.
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

Çàäà÷à Îëèìïèàäû ¾Ïîêîðè Âîðîáü¼âû ãîðû � 2009¿

Äëÿ 50 äåòåé äåòñêîãî ñàäà çàêóïëåíû 50 îäèíàêîâûõ òàðåëîê.
Ïî êðàþ êàæäîé òàðåëêè ðàâíîìåðíî ðàñïîëîæåíî 5 áåëûõ
êðóæî÷êîâ. Âîñïèòàòåëè õîòÿò ïåðåêðàñèòü êàêèå-ëèáî èç ýòèõ
êðóæî÷êîâ â äðóãîé öâåò òàê, ÷òîáû âñå òàðåëêè ñòàëè
ðàçëè÷íûìè. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî äîïîëíèòåëüíûõ öâåòîâ
ïîòðåáóåòñÿ èì äëÿ ýòîãî?

Ðåøåíèå (Êàê äîëæíû áûëè ðåøàòü äåòè)

Ïóñòü òðåáóåòñÿ r öâåòîâ. Îòáðîñèì r âàðèàíòîâ ðàñêðàñêè â
îäèí öâåò. ×èñëî îñòàëüíûõ âàðèàíòîâ áåç ó÷¼òà âîçìîæíîñòè
ïîâîðîòà òàðåëêè � r5 − r; ñ ó÷¼òîì ïîâîðîòà � r5−r

5 (êàæäûé

âàðèàíò ïîâòîðÿòñÿ 5 ðàç). Èòîãî � #Col(r) = r5−r
5 +r = r5+4r

5 ;
Ïðè 2-õ äîïîëíèòåëüíûõ öâåòàõ #Col(3) = 51.
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

Çàäà÷à îá îæåðåëüÿõ: N = 5, r = 3, 2-é âàðèàíò

2 Îæåðåëüÿ îäèíàêîâû, åñëè îäíî ïîëó÷àåòñÿ èç äðóãîãî
ïîâîðîòîì èëè ïåðåâîðîòîì.

Ðåøåíèå

G � ãðóïïà äèýäðà: G ∼= D5 = 〈t, f〉, t5 = f2 = e, n = |D5| = 10.

Ýëåìåíò ãðóïïû g Type(g) w(g) # ìîíîìîâ

e 〈 5, 0, 0, 0, 0 〉 x51 1
t, t2, t3, t4 〈 0, 0, 0, 0, 1 〉 x5 4
f, tf, . . . , t4f 〈 1, 2, 0, 0, 0 〉 x1x

2
2 5

Èòîãî 10

Öèêëîâîé èíäåêñ: P = 1
10 [x51 + 4x5 + 5x1x

2
2].

#Col(3) = P (x1, . . . , x5)|x1=...=x5=3 =
35 + 4 · 3 + 5 · 33

10
= 39.
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

Çàäà÷à î ðàñêðàñêå êóáà

Çàäà÷à (ðàñêðàñêà êóáà â äâà öâåòà)

Ãðàíè êóáà ðàñêðàøèâàþò â äâà öâåòà. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò
ðàçëè÷íî îêðàøåííûõ êóáîâ?

Ðåøåíèå

G = O = 〈 t, f, r 〉, t4 = f2 = r3 = e, |O| = 24.

t � âðàùåíèå íà 90◦ âîêðóã îñè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå ïðîòèâîïîëîæíûå
ãðàíè (2�2, 3 îñè);
f � âðàùåíèå íà 180◦ âîêðóã îñè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâà ïðîòèâîïîëîæíûå
ðåáðà (◦�◦, 6 îñåé);
r � âðàùåíèå íà 120◦ âîêðóã îñè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå ïðîòèâîïîëîæíûå
âåðøèíû (M�M, 4 îñè).
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

Çàäà÷à î ðàñêðàñêå êóáà â äâà öâåòà...

T � ìíîæåñòâî ãðàíåé êóáà, N = 6.

Ýëåìåíò ãðóïïû g Type(g) w(g) # ìîíîìîâ

e 〈 6, 0, 0, 0, 0, 0 〉 x61 1
t, t3 〈 2, 0, 0, 1, 0, 0 〉 x21x4 3 · 2 = 6
t2 〈 2, 2, 0, 0, 0, 0 〉 x21x

2
2 3

f 〈 0, 3, 0, 0, 0, 0 〉 x32 6
r, r2 〈 0, 0, 2, 0, 0, 0 〉 x23 4 · 2 = 8

Âñåãî 24

P =
1

24
·
[
x61 + 6x21x4 + 3x21x

2
2 + 6x32 + 8x23

]
.

#Col(2) =
26 + 12 · 23 + 3 · 24 + 8 · 22

24
= 10.
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

Çàäà÷à (Ïåðå÷èñëåíèå ãðàôîâ)

Ñêîëüêî èìååòñÿ îðèåíòèðîâàííûõ è íåîðèåíòèðîâàííûõ
íåïîìå÷åííûõ ãðàôîâ (áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ð¼áåð) ñ òðåìÿ
âåðøèíàìè?

Ðåøåíèå

T � ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà, N = 3.
G ∼= S3 � âñå ïåðåñòàíîâêè òð¼õ âåðøèí,

n = 3! = 6.
G :
α
T � äåéñòâèå ïåðåñòàíîâîê

âåðøèí íà ñòîðîíû.

Ãðàôû íåîðèåíòèðîâàííûå �
r = 2 � ïîìåòêè ¾åñòü ðåáðî/íåò ðåáðà¿
îðèåíòèðîâàííûå � r = 3 � ïîìåòêè ¾íå ðåáðà/îðèåíòàöèÿ ðåáðà¿

S3 = { e, 2 ∗ (ABC), 3 ∗ ((A)(BC)) }.
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

S3 = { e, 2 ∗ (ABC)︸ ︷︷ ︸
g1

, 3 ∗ ((A)(BC))︸ ︷︷ ︸
g2

}.

Ýëåìåíò ãðóïïû g Type(g) w(g) # ìîíîìîâ

e = (a)(b)(c) 〈 3, 0, 0 〉 x31 1
g1 = (abc) 〈 0, 0, 1 〉 x13 2
g2 = (a)(bc) 〈 1, 1, 0 〉 x11x

1
2 3

g2 = (a)(bc) 〈 0, 0, 1 〉 x13 3

a � ðåáðî a ñìåíèëî íàïðàâëåíèå. Íî Type((a)(bc)) =
Type(āb̄c̄) = Type(abc), ïîýòîìó P = 1

6 ·
[
x31 + 5x3

]
.

Íåîðèåíòèðîâàííûå P (x1, x2, x3) = 1
6

[
x31 + x13 + x11x

1
2

]
,

P (2, 2, 2) = 4.
Îðèåíòèðîâàííûå P (x1, x2, x3) = 1

6

[
x31 + 5x3

]
,

P (2, 2, 2) = 7.
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

Ïåðå÷èñëèì îðèåíòèðîâàííûå: ïóñòîé ãðàô è ãðàôû

◦ ◦

◦ ◦ ◦ ◦

◦ ◦

◦ ◦ ◦ ◦

◦ ◦

◦ ◦ ◦ ◦

[
[]

[
[]

u

[
[]

[
[]�

��
w

[
[]

[
[]�

���
��

u u

� âñåãî 7 ãðàôîâ íåîðèåíòèðîâàííûõ � 4.
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

Öèêëîâûå èíäåêñû ñàìîäåéñòâèÿ è
äåéñòâèÿ O íà ýëåìåíòû êóáà

P (Sn) =
∑

(j1,...,jn)∈Nn
0

1j1+j2+...+njn

xj11 x
j2
2 . . . xjnn

(1j1j1!)(2j2j2!) . . . (njnjn!)
,

P (Zn) =
1

n

∑
d|n

ϕ(d)x
n/d
d , ϕ � ôóíêöèÿ Ýéëåðà,

P (Dn) =
1

2
P (Zn) +

{
1
2x1x

(n−1)/2
2 , åñëè n íå÷¼òíî,

1
4

(
x
n/2
2 + x21x

(n−2)/2
2

)
, åñëè n ÷¼òíî,

P (O :
α
V ) =

1

24

(
x81 + 9x42 + 6x24 + 6x24 + 8x21x

2
3

)
,

P (O :
α
E) =

1

24

(
x121 + 3x62 + 8x43 + 6x24 + 8x21x

5
2 + 6x34

)
,

P (O :
α
F ) =

1

24

(
x61 + 3x21x

2
2 + 6x21x4 + 6x32 + 8x23

)
.
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

Òåîðåìà Ïîéà

Áûëî: ìíîæåñòâî T , |T | = N , ãðóïïà G, |G| = n è
äåéñòâèå G :

α
T .

Äîáàâèì: ìíîæåñòâî R = {c1, . . . , cr} � ìåòîê (¾êðàñîê¿),

|R| = r è ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé F = RT � ïðèïèñûâàíèÿ
ìåòîê (ðàñêðàøèâàíèé).

G, äåéñòâóÿ íà T , äåéñòâóåò è íà RT : ◦ : RT ×G = RT .

Äàäèì âåñ ýëåìåíòàì R : w(ci) = yi, i = 1, r.

Òåîðåìà (Ðåäôèëäà-Ïîéà)

Öèêëîâîé èíäåêñ äåéñòâèÿ ãðóïïû G íà RT åñòü

W (F ) = P (G :
α
RT ) = P (G :

α
T, x1, . . . , xN )|xk=yk1+...+ykr =

=
1

|G|

 ∑
(i1,...,iN )∈NN

0 =N

i1+...+iN=N

ui1,...,iN y
i1
1 . . . y

iN
N

 .
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

Ñëåäñòâèå

Åñëè âñå âåñà âûáðàíû îäèíàêîâûìè (y1 = . . . yr = 1), òî x1 =
. . . xN = r è W (F ) � ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè

C(G :
α
RT ) = C(G :

α
T ) = P (G :

α
T, r, . . . , r) .

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Áåðíñàéäà ìû ðåøàëè çàäà÷è îá îáùåì
÷èñëå íåýêâèâàëåíòíûõ ðàçìåòîê (ðàñêðàñîê). Îäíàêî íåëüçÿ
áûëî ïîñ÷èòàòü ÷èñëî ðàçìåòîê äàííîãî òèïà. Òåîðåìà Ïîéà
äà¼ò ýòó âîçìîæíîñòü.
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

Óñëîæíèì çàäà÷ó îá îæåðåëüÿõ N = 5, r = 3

Çàäà÷à

Ñîñòàâëÿþòñÿ îæåðåëüÿ èç 5 áóñèí 3 öâåòîâ (êðàñíûé, ñèíèé,
çåë¼íûé). Ñêîëüêî èìååòñÿ îæåðåëèé, èìåþùèõ ðîâíî 2 êðàñíûå
áóñèíû? Îæåðåëüÿ îäèíàêîâû, ðàâíû åñëè îäíî ïîëó÷àåòñÿ èç
äðóãîãî ïîâîðîòîì è/èëè ïåðåâîðîòîì.

Ðåøåíèå

Áûëî: G = D5, öèêëîâîé èíäåêñ P = 1
10 [x51 + 4x5 + 5x1x

2
2].

Âñåãî îæåðåëèé #Col(3) = P (3, . . . , 3) = 39.


w(êðàñíûé) = y1,
w(ñèíèé) = y2,
w(çåë¼íûé) = y3,

⇒
{
y1 = y,
y2 = y3 = 1,

⇒


x1 = y + 2,
x2 = y2 + 2,
. . .
x5 = y5 + 2.
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

C =
1

10

[
u0 + u1y + u2y

2 + . . .+ u5y
5
]

=

=
1

10

[
(y + 2)5 + 4(y5 + 2) + 5(y + 2)(y2 + 2)2

]
=

=
1

10

[
. . .+ C2

5y
223 + . . .+ 5(y + 2)(y2 + 4y + 4)

]
=

=
1

10

[
. . .+ (80 + 40)y2 + . . .

]
.

u2 = 12.
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

Çàäà÷à

Âåðøèíû êóáà ïîìå÷àþò êðàñíûìè è ñèíèì öâåòàìè.
Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò

1 ðàçíîïîìå÷åííûõ êóáîâ;
2 êóáîâ, ó êîòîðûõ ïîëîâèíà âåðøèíû êðàñíûå;
3 êóáîâ, ó êîòîðûõ íå áîëåå 2-õ êðàñíûõ âåðøèí?

Ðåøåíèå

Öèêëîâîé èíäåêñ äåéñòâèÿ ãðóïïû O íà âåðøèíû êóáà

P (O :
α
V ) =

1

24

[
x81 + 6x24 + 9x42 + 8x21x

2
3

]
.

1 ×èñëî ðàçíîïîìå÷åííûõ êóáîâ �

#Col(3) = P |x1=...=x8=2 =
552

24
= 23 .
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

2 w(êðàñíûé) = y, w(ñèíèé) = 1, xk = yk + 1, k = 1, 8:

#Col(4, 4) =
1

24

[
(y + 1)8 + 9 · (y2 + 1)4 + 4 · (y4 + 1)2+

+ 8 · (y + 1)2(y3 + 1)2
]

=

=
1

24

[
. . .+ 28y2 + C4

8y
4 + . . .+ 9(. . . 4y2 + 6y4 + . . .)+

+ 8(. . .+ 2y + y2 + . . .)(. . .+ 2y3 + . . .)
]
.

u4 =
1

24

[
70 + 9 · 6 + 6 · 2 + 8 · 2 · 2

]
=

168

24
= 7.

3 #Col(6 2, ∗) = u0 + u1 + u2. u0 = u1 = 1.

u2 =
1

24

[
. . .+28y2+. . .+9(. . .+4y2 . . .)+8(. . .+y2+. . .)

]
=

=
72

24
= 3. #Col(6 2) = 1 + 1 + 3 = 5.
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

Çàäà÷à

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîëåêóëû 4-õ âàëåíòíîãî óãëåðîäà C:

× CH3

× C × Cl C CH3

× Cl

ãäå íà íà ìåñòå × ìîãóò íàõîäèòñÿ CH3 (ìåòèë), C2H5 (ýòèë),
H (âîäîðîä) èëè Cl (õëîð). Íàïðèìåð � äèõëîðáóòàí.
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

Çàäà÷à (ïðîäîëæåíèå)

Íàéòè

1 îáùåå ÷èñëî M âñåõ ìîëåêóë;
2 ÷èñëî ìîëåêóë ñ H = 0, 1, 2, 3, 4 àòîìàìè âîäîðîäà.

Ðåøåíèå

1 Èìååì N = 4, G � ãðóïïà âðàùåíèÿ òåòðàýäðà:

P (T :
α
V ) =

1

12

[
x41 + 8x1x3 + 3x22

]
.

Âñåãî ìîëåêóë �

M = P (4, . . . , 4) =
1

12

[
44+8·4·4+3·42

]
=

16 · 27

12
= 36 .

2 Âåñà: y1 = H, y2 = y3 = y4 = 1.
Ïîäñòàíîâêà â P : xk = Hk + 3, k = 1, 4.
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

Èìååì

P =
1

12

[
(H + 3)4 + 8(H + 3)(H3 + 3) + 3(H2 + 3)2

]
=

=
1

12

[
(H4 + 4 ·H3 · 3 + 6 ·H2 · 9 + 4 ·H · 27 + 81)+

+ 8(H4 + 3H3 + 3H + 9) + 3(H4 + 6H2 + 9)
]

=

= 1H4 + 3H3 + 6H2 + 11H + 15.

Èòîãî èìååòñÿ ìîëåêóë ñ ÷èñëîì àòîìà âîäîðîäà:
ñ 4-ìÿ � 1 øò., ñ 3-ìÿ � 3 øò., ñ 2-ìÿ � 6 øò., ñ 1-ì � 11 øò.,
áåç àòîìîâ âîäîðîäà � 15 øò.,
âñåãî � 1 + 3 + 6 + 11 + 15 = 36.
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Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

Ãðóïïà âðàùåíèÿ òåòðàýäðà

O = 〈 t, f 〉 , t3 = f2 = e, ãäå
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×.ó. ìíîæåñòâà

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

Ðàçäåë I

1 Êîíå÷íûå ïîëÿ èëè ïîëÿ Ãàëóà - I

Ïîëÿ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà

Ïîñòðîåíèå ïîëåé Ãàëóà

Ëèíåéíàÿ àëãåáðà íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì

2 Êîíå÷íûå ïîëÿ èëè ïîëÿ Ãàëóà - II

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ïîëÿ Ãàëóà èç pn

ýëåìåíòîâ

Öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà

Çàäà÷è

3 Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè êîäèðîâàíèÿ

Öèêëè÷åñêèå êîäû
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×.ó. ìíîæåñòâà

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

Ðàçäåë II

Êîäû Á×Õ

4 Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ
êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

5 ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Ëèíåàðèçàöèÿ

6 Àëãåáðàè÷åñêèå ðåø¼òêè

Ðåø¼òêè
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×.ó. ìíîæåñòâà

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà: îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû

Îïðåäåëåíèå

Ïàðó P = 〈P, 6 〉, ãäå P � íåïóñòîå ìíîæåñòâî,
à 6 � ðåôëåêñèâíîå, àíòèñèììåòðè÷íîå è òðàíçèòèâíîå
áèíàðíîå îòíîøåíèÿ íà í¼ì, íàçûâàþò ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì
ìíîæåñòâîì (ñîêðàù¼ííî ÷.ó. ìíîæåñòâîì).

Ðåôëåêñèâíîñòü: x 6 x,
Àíòèñèììåòðè÷íîñòü: (x 6 y)N(y 6 x) ⇒ x = y,
Òðàíçèòèâíîñòü: (x 6 y)N(y 6 z) ⇒ x 6 y.

Ïðèìåðû

〈 P(M), ⊆〉 � êëàññè÷åñêèé ïðèìåð ÷.ó. ìíîæåñòâà
(óïîðÿäî÷èâàíèå ìíîæåñòâ ïî âêëþ÷åíèþ);
〈N, 6 〉 è 〈N, | 〉 � äâà óïîðÿäî÷èâàíèÿ îäíîãî ìíîæåñòâà.
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×.ó. ìíîæåñòâà

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

×.ó. ìíîæåñòâî P = 〈P, 6 〉: îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

ïîëíûé (ëèíåéíûé) ïîðÿäîê, åñëè ∀
P
x, y ((x 6 y) ∨ (y 6 x));

åñëè (x 
 y) ∨ (x 
 y), òî x è y ñðàâíèìû (x ∼ y), èíà÷å îíè
íåñðàâíèìû (x � y);
åñëè â P íåò ñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ, òî ýòî òðèâèàëüíî
óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî.
x íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóåò y (y íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò
çà x), åñëè x 6 z 6 y ⇒ (z = x) ∨ (z = y) (xl y).
{x ∈ P | a 6 x 6 b } � èíòåðâàë [ a, b ];

v1 6 . . . 6 vn
def
= [v1, . . . , vn] � öåïü (n èëè n), à ïîäìíîæåñòâî

ïîïàðíî íåñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ � àíòèöåïü â P;
öåïü ìàêñèìàëüíàÿ (èëè íàñûùåííàÿ), åñëè ïðè äîáàâëåíèè ê
íåé ëþáîãî ýëåìåíòà îíà ïåðåñòà¼ò áûòü öåïüþ;
åñëè ∀

P
x, y ( (x 6 y) ⇒ (y ≤ x) ), òî≤ x� äâîéñòâåííûé ïîðÿäîê

íà P , >
def
= ≤ èëè 6d=>.
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×.ó. ìíîæåñòâà

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

Äèàãðàììû Õàññå

◦

◦ ◦ ◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦

[
[
[

[
[
[

Ðèñ. 2. Äèàãðàììû íåòðèâèàëüíûõ íåïîìå÷åííûõ òð¼õýëåìåíòíûõ
÷.ó. ìíîæåñòâ
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×.ó. ìíîæåñòâà

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

×.ó. ìíîæåñòâà: îñîáûå ýëåìåíòû.

Îïðåäåëåíèå

Ýëåìåíò u ∈ P ÷.ó. ìíîæåñòâà 〈P, 6 〉 íàçûâàþò:
ìàêñèìàëüíûì, åñëè u 6 x ⇒ u = x,
ìèíèìàëüíûì, åñëè u > x ⇒ u = x,
íàèáîëüøèì, åñëè x 6 u,
íàèìåíüøèì, åñëè x > u

äëÿ ëþáûõ x ∈ P .

• � ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû;
• � ìèíèìàëüíûé è íàèìåíüøèé
ýëåìåíò.
Íàèáîëüøèé (1) è íàèìåíüøèé (0)
� ãðàíè÷íûå ýëåìåíòû.
Â êîíå÷íîì ÷.ó. ìíîæåñòâå
èìååòñÿ êàê ìèíèìóì ïî îäíîìó
ìàêñèìàëüíîìó è ìèíèìàëüíîìó
ýëåìåíòó.
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×.ó. ìíîæåñòâà

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

Ðàíæèðîâàííûå ÷.ó. ìíîæåñòâà

Öåïíîå óñëîâèå Æîðäàíà-Äåäåêèíäà

Âñå ìàêñèìàëüíûå öåïè ìåæäó äâóìÿ äàííûìè ýëåìåíòàìè
ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó.

Åñëè ÷.ó. ìíîæåñòâî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Æîðäàíà-Äåäåêèíäà è èìååò íàèìåíüøèé ýëåìåíò 0, òî ìîæíî
îïðåäåëèòü ôóíêöèþ ðàíãà ρ:

1 ρ(0) = 0;
2 al b ⇒ ρ(b) = ρ(a) + 1.

Òàêîå ìíîæåñòâî äîëæíî èìåòü ñëîè.

Åñëè ìíîæåñòâî ðàíæèðóåìî, òî ëþáîé åãî ñëîé ÿâëÿåòñÿ
àíòèöåïüþ.
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×.ó. ìíîæåñòâà

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

Ïîðÿäêîâûå ãîìîìîðôèçìû

Îïðåäåëåíèå

Îòîáðàæåíèå ϕ : P → P ′ íîñèòåëåé ÷.ó. ìíîæåñòâ P è P′

íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî

èçîòîííûì (ìîíîòîííûì, ïîðÿäêîâûì ãîìîìîðôèçìî), åñëè
x 6 y ⇒ ϕ(x) 6 ϕ(y);
îáðàòíî èçîòîííûì, åñëè ϕ(x) 6 ϕ(y) ⇒ x 6 y;
àíòèèçîòîííûì, åñëè x 6 y ⇒ ϕ(x) > ϕ(y).

Åñëè ϕ èçîòîííî, îáðàòíî èçîòîííî è èíúåêòèâíî, òî ýòî âëîæåíèå

èëè (ïîðÿäêîâûé) ìîíîìîðôèçì (ñèìâîëè÷åñêè P
ϕ
↪→ P ′).

Ñþðúåêòèâíûé ìîíîìîðôèçì � (ïîðÿäêîâûé) èçîìîðôèçì

(ñèìâîëè÷åñêè P ∼= P ′ èëè P
ϕ∼= P ′).

Èçîìîðôèçì ÷.ó. ìíîæåñòâà â ñåáÿ � (ïîðÿäêîâûé) àâòîìîðôèçì.
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×.ó. ìíîæåñòâà

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

Èäåàëû è ôèëüòðû ÷.ó. ìíîæåñòâ

Îïðåäåëåíèå

Ïîäìíîæåñòâî J ýëåìåíòîâ ÷.ó. ìíîæåñòâà P〈P, 6 〉 íàçûâàåòñÿ
åãî (ïîðÿäêîâûì) èäåàëîì, èëè (ïîëóèäåàëîì åñëè

(x ∈ J) N (y 6 x) ⇒ y ∈ J.

Ïîäìíîæåñòâî F ýëåìåíòîâ P íàçûâàåòñÿ åãî (ïîðÿäêîâûì)
ôèëüòðîì èëè äâîéñòâåííûì ïîðÿäêîâûì èäåàëîì, åñëè

(x ∈ F ) N (x 6 y) ⇒ y ∈ F.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ∅ è âñ¼ P ÿâëÿþòñÿ ïîðÿäêîâûìè
èäåàëàìè.

ßñíî, ÷òî îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ åñòü
ïîðÿäêîâûé èäåàë.

J(P) � ìíîæåñòâî âñåõ ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ ÷.ó. ìíîæåñòâà P.



Ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà 197 / 225

×.ó. ìíîæåñòâà

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü 〈P, 6 〉÷.ó. ìíîæåñòâî è A ⊆ P . Ìíîæåñòâà AM è AO

îïðåäåëÿåìûå óñëîâèÿìè

AM =
{
x ∈ P | ∀

A
a ( a 6 x)

}
è AO =

{
x ∈ P | ∀

A
a (x 6 a)

}
íàçûâàþòñÿ âåðõíèì è íèæíèì êîíóñàìè ìíîæåñòâà A, à
èõ ýëåìåíòû � âåðõíèìè è íèæíèìè ãðàíÿìè ìíîæåñòâà A
ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ îäíîýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà A = {a}
èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ aM è aO.

Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè a 6 b, òî aM ∩ bO = [ a, b ].

xO = J(x) � èäåàë; xM � ôèëüòð P ; òàêèå èäåàëû è ôèëüòðû
íàçûâàþò ãëàâíûìè.
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×.ó. ìíîæåñòâà

Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Ðàçäåë I

1 Êîíå÷íûå ïîëÿ èëè ïîëÿ Ãàëóà - I

Ïîëÿ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà

Ïîñòðîåíèå ïîëåé Ãàëóà

Ëèíåéíàÿ àëãåáðà íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì

2 Êîíå÷íûå ïîëÿ èëè ïîëÿ Ãàëóà - II

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ïîëÿ Ãàëóà èç pn

ýëåìåíòîâ

Öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà

Çàäà÷è

3 Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè êîäèðîâàíèÿ

Öèêëè÷åñêèå êîäû
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×.ó. ìíîæåñòâà

Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Ðàçäåë II

Êîäû Á×Õ

4 Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ
êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

5 ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Ëèíåàðèçàöèÿ

6 Àëãåáðàè÷åñêèå ðåø¼òêè

Ðåø¼òêè
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×.ó. ìíîæåñòâà

Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Ïåðåñå÷åíèå

〈P, 61 〉 ∩ 〈P, 62 〉 = 〈P, 61 ∩ 62 〉.

c

b d
⋂

b c = b c

a a d a d

�
�
�

�
�

�

�
�

�

Ñâîéñòâà ÷.ó. ìíîæåñòâ ìîãóò íå ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ïåðåñå÷åíèè.
Íàïðèìåð ¾áûòü öåïüþ¿: åñëè P � öåïü, òîãäà P d � òàêæå
öåïü, à P ∩ P d � òðèâèàëüíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî.
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×.ó. ìíîæåñòâà

Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Ïðÿìàÿ ñóììà

P = 〈P, 6P 〉 è Q = 〈Q, 6Q 〉 � äâà ÷.ó. ìíîæåñòâà, ïðè÷¼ì
P ∩Q = ∅.

P + Q = 〈P ∪Q, 6P ∨6Q 〉.

Î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

P +Q ∼= P +R ⇒ Q ∼= R è (P +Q)d ∼= P d +Rd .

nP � ïðÿìàÿ ñóììà n ýêçåìïëÿðîâ P, n ∼= n1.

Äèàãðàììà ïðÿìîé ñóììû ñîñòîèò èç äâóõ äèàãðàìì
ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷.ó. ìíîæåñòâ, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê åäèíàÿ
äèàãðàììà.
×.ó. ìíîæåñòâî, íå ÿâëÿþùååñÿ ïðÿìîé ñóììîé íåêîòîðûõ äâóõ
äðóãèõ ÷.ó. ìíîæåñòâ, íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì.
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×.ó. ìíîæåñòâà

Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå: îïðåäåëåíèå

Ïðÿìûì èëè äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ÷.ó. ìíîæåñòâ
P〈P, 6P 〉 è Q = 〈Q, 6Q 〉 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

P×Q = 〈P ×Q, 6 〉,
ãäå (p, q) 6 (p ′, q ′) ⇔ (p 6P p

′)N(q 6Q q
′).

Pn � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå n ýêçåìïëÿðîâ P: Bn = 2n.

Åñëè P è Q ðàíæèðîâàíû è èõ ðàíãîâûå ôóíêöèè ñóòü ρP è ρQ,
òî P×Q òàêæå ðàíæèðîâàíî è ρ(x1, x2) = ρP (x1) + ρQ(x2);

Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

P ×R ∼= Q×R ⇒ P ∼= Q , Pn ∼= Qn ⇒ P ∼= Q ,

(P ×Q)d ∼= P d ×Qd .
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×.ó. ìíîæåñòâà

Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå: ïðèìåð 1

(c, 1)

c (b, 1) (c, 0)

b × 1 = (a1) (b, 0)

a 0 (a, 0)

�
�
�

[
[
[

�
�
�

[
[
[

�
�
�

[
[
[

�
�
�

Ðèñ. 3. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå öåïåé 3 è 2
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×.ó. ìíîæåñòâà

Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå: ïðèìåð 2

◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦ ◦

�
�
�

[
[
[

[
[
[

Ðèñ. 4. Çèãçàãè (èëè çàáîðû) Z3 è Z4
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Ðèñ. 5. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå Z3 × Z4
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×.ó. ìíîæåñòâà

Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Òåîðåìà (Îðå )

Êàæäûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê èçîìîðôåí íåêîòîðîìó
ïîäìíîæåñòâó äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ öåïåé.

Îïðåäåëåíèå

Ìóëüòèïëèêàòèâíîé ðàçìåðíîñòüþ ÷.ó. ìíîæåñòâà P íàçûâàåòñÿ
íàèìåíüøåå ÷èñëî k ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ Li òàêèõ, ñóùåñòâóåò
âëîæåíèå P ↪→ L1 × . . .× Lk.
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×.ó. ìíîæåñòâà

Ëèíåàðèçàöèÿ

Ðàçäåë I

1 Êîíå÷íûå ïîëÿ èëè ïîëÿ Ãàëóà - I

Ïîëÿ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà

Ïîñòðîåíèå ïîëåé Ãàëóà

Ëèíåéíàÿ àëãåáðà íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì

2 Êîíå÷íûå ïîëÿ èëè ïîëÿ Ãàëóà - II

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ïîëÿ Ãàëóà èç pn

ýëåìåíòîâ

Öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà

Çàäà÷è

3 Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè êîäèðîâàíèÿ

Öèêëè÷åñêèå êîäû
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×.ó. ìíîæåñòâà

Ëèíåàðèçàöèÿ

Ðàçäåë II

Êîäû Á×Õ

4 Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ
êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

5 ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Ëèíåàðèçàöèÿ

6 Àëãåáðàè÷åñêèå ðåø¼òêè

Ðåø¼òêè
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×.ó. ìíîæåñòâà

Ëèíåàðèçàöèÿ

Ïðåäñòàâëåíèå P = 〈P, 6 〉 â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ öåïåé

Òåîðåìà (Øïèëüðàéíà, ïðèíöèï ïðîäîëæåíèÿ ïîðÿäêà)

1 Ëþáîé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê 6 ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí äî
ëèíåéíîãî íà òîì æå ìíîæåñòâå.

2 Êàæäûé ïîðÿäîê åñòü ïåðåñå÷åíèå âñåõ ñâîèõ ëèíåéíûõ
ïðîäîëæåíèé (ëèíåàðèçàöèé).

P → L, P = L1 ∩ . . . ∩ Le(P),

ãäå e(P) � ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåàðèçàöèé ÷.ó. ìíîæåñòâà P.

Äîêàçàòåëüñòâî (äëÿ êîíå÷íîãî ñëó÷àÿ, |P | = n.)

1 Åñëè P � íå öåïü, òî â P íàéäóòñÿ íåñðàâíèìûå ýëåìåíòû;
ïðîèçâîëüíî îïðåäåëèì ïîðÿäîê íà íèõ è ïðîäîëæèì åãî
ïî òðàíçèòèâíîñòè. Åñëè ïîëó÷èâøèåñÿ ÷.ó. ìíîæåñòâî åù¼
íå öåïü, òî âûáåðåì íîâóþ ïàðó íåñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ è
ïîñòóïàåì, êàê óêàçàíî âûøå. ×åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ
ïîëó÷àåì ëèíåéíûé ïîðÿäîê.
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×.ó. ìíîæåñòâà

Ëèíåàðèçàöèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

1 (ïðîäîëæåíèå). Ïîñêîëüêó âîçìîæåí ðàçëè÷íûé âûáîð ïàð
íåñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ è ïðè êàæäîì âûáîðå ìîæíî
ïîëàãàòü êàê ëþáîé (èç 2-õ) èõ ïîðÿäîê, òî äåéñòâóÿ
óêàçàííûì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëè÷íûå âîçìîæíûå
ïðîäîëæåíèÿ èñõîäíîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà äî ëèíåéíîãî.

2 Ïåðåñå÷åíèå âñåõ òàêèõ öåïåé äàñò èñõîäíîå ÷.ó. ìíîæåñòâî.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x 6 y, òî àíàëîãè÷íîå ñëåäîâàíèå
áóäåò è âî âñåõ ïîëó÷åííûõ ëèíåéíûõ ïîðÿäêàõ, à ïðè
x � y âñåãäà íàéä¼òñÿ ïàðà öåïåé ñ ïðîòèâîïîëîæíûì èõ
ñëåäîâàíèåì, ÷òî â ïåðåñå÷åíèè öåïåé è äàñò íåñðàâíèìîñòü
ýòèõ ýëåìåíòîâ.

Äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ïîèñê òàêîãî ïðîäîëæåíèÿ äëÿ ÷.ó.
ìíîæåñòâ, çàäàííûõ ïàðàìè íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùèõ äðóã
çà äðóãîì âåðøèí â òåîðåòè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè
íàçûâàþò ¾òîïîëîãè÷åñêîé ñîðòèðîâêîé¿. Èçâåñòíû
àëãîðèòìû, ðåøàþùèå äàííóþ çàäà÷ó çà ëèíåéíîå âðåìÿ.
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×.ó. ìíîæåñòâà

Ëèíåàðèçàöèÿ

Íåêîòîðûå ÷.ó. ìíîæåñòâà

◦ ◦ . . . ◦

◦ ◦ . . . ◦
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h
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Ðèñ. 6. Ìàëàÿ êîðîíà sn
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Ðèñ. 7. Êîðîíà S5
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×.ó. ìíîæåñòâà

Ëèíåàðèçàöèÿ

¾e(P)=?¿ � NP-ïîëíàÿ çàäà÷à, íî:

e(P + Q) =

(
|P |+ |Q|
|P |

)
e(P)e(Q);

e(2× n) =
1

n+ 1

(
2n

n

)
� ÷èñëà Êàòàëàíà;

∑
n>0

e(Zn)xn

n!
= tg x + secx ,

çíà÷åíèÿ Zn ïðè ÷¼òíûõ n � ÷èñëà ñåêàíñà, à ïðè íå÷¼òíûõ �
÷èñëà òàíãåíñà;

e(Sn) = (n+ 1)!(n− 1)! ;

∑
n>1

e(sn)

n!
xn =

x

cos2 x
;

log(e(Bn))

2n
= log

(
t

bt/2c

)
− 3

2
log e+ o(1) .
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×.ó. ìíîæåñòâà

Ëèíåàðèçàöèÿ

Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé (ðåøåíèå çàäà÷ êîìáèíàòîðèêè,
äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè è äð.) ÷àñòî ðàññìàòðèâàþò
ñâÿçàííîå ñ ÷.ó. ìíîæåñòâîì P âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî íà
ìíîæåñòâå âñåõ e(P) åãî ëèíåàðèçàöèé, â êîòîðîì êàæäàÿ
ëèíåàðèçàöèÿ ðàâíîâåðîÿòíà.

Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ ýëåìåíòîâ x, y, z, . . . äàííîãî ÷.ó.
ìíîæåñòâà ðàññìàòðèâàþò ñîáûòèÿ E âèäà x 6 y,
(x 6 y) N (x 6 z) è ò.ä. Âåðîÿòíîñòü Pr [E] òàêîãî ñîáûòèÿ
îïðåäåëÿþò êàê îòíîøåíèå ÷èñëà ëèíåàðèçàöèé, â êîòîðûõ
èìååò ìåñòî E, ê e(P ).

Òåîðåìà (XYZ-òåîðåìà)

Ïóñòü 〈P, 6 〉 � ÷.ó. ìíîæåñòâî è x, y, z ∈ P . Òîãäà

Pr [x 6 y ] · Pr [x 6 z ] 6 Pr [ (x 6 y) N (x 6 z) ] .
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×.ó. ìíîæåñòâà

Ëèíåàðèçàöèÿ

Ïðîáëåìà ñîðòèðîâêè è 1/3 � 2/3 ïðåäïîëîæåíèå

� îïðåäåëèòü ëèíåéíûé ïîðÿäê L ñ ïîìîùüþ ìèíèìàëüíîãî
êîëè÷åñòâà âîïðîñîâ ¾âåðíî ëè, ÷òî x < y â L?¿.

Îáîáùåíèå: âîññòàíîâèòü çàôèêñèðîâàííóþ, íî íåèçâåñòíóþ
ëèíåàðèçàöèþ L ÷.ó. ìíîæåñòâà P ñ ïîìîùüþ ìèíèìàëüíîãî
êîëè÷åñòâà òàêèõ âîïðîñîâ.

Îïòèìàëüíàÿ ïðîöåäóðà ïîèñêà L âêëþ÷àåò â ñåáÿ íàõîæäåíèå
ýëåìåíòîâ x è y, äëÿ êîòîðûõ Pr [x < y ] ≈ 1

2 .

Ñ.Ñ. Êèñëèöûí (1968) âûñêàçàë ¾1/3 � 2/3 ïðåäïîëîæåíèå¿:
�ëþáîå íå ÿâëÿþùååñÿ öåïüþ ÷.ó. ìíîæåñòâî ñîäåðæèò ïàðó
íåñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ x è y, äëÿ êîòîðûõ

1

3
6 Pr [x 6 y ] 6

2

3
”.

Ïîçäíåå âûøåïðèâåä¼ííîå óòâåðæäåíèå íåçàâèñèìî âûäâèíóëè
àìåðèêàíñêèå ó÷¼íûå Ì. Ôðåäìàí è Í. Ëèíàë.
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×.ó. ìíîæåñòâà

Ëèíåàðèçàöèÿ

1/3 � 2/3 ïðåäïîëîæåíèå

Ïðèìåð 2 + 1 ïîêàçûâàåò,
÷òî óêàçàííûå ãðàíèöû
íåñóæàåìû (èìååòñÿ è ïðèìåð
äåñÿòèýëåìåíòíîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà
ñî ñâÿçàííîé äèàãðàììîé Õàññå).

Äàííîå ïðåäïîëîæåíèå äî ñèõ ïîð óñïåøíî ïðîòèâîñòîèò âñåì
ïîïûòêàì åãî äîêàçàòü è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó èç íàèáîëåå
èíòðèãóþùèõ ïðîáëåì êîìáèíàòîðíîé òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ
(Ñ. Ôåëñíåð è Ó.Ò. Òðîòòåð).

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íàèáîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò:

0, 2764 ≈ 5−
√

5

10
6 Pr[x 6 y] 6

5 +
√

5

10
≈ 0, 7236 .
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×.ó. ìíîæåñòâà

Ëèíåàðèçàöèÿ

×.ó. ìíîæåñòâà: ñïåêòð

Spec (P ) = {Pr [ a 6 b ] | a, b ∈ P, a 6= b}

Ïîñêîëüêó Pr [ a 6 b ] = 1− Pr [ b 6 a ], ñïåêòð ñèììåòðè÷åí
îòíîñèòåëüíî 1

2 .

äëÿ âñåõ íåîäíîýëåìåíòíûõ òðèâèàëüíî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ
Spec =

{
1
2

}
;{

0, 1
2 , 1

}
� åäèíñòâåííûé òð¼õýëåìåíòíûé ñïåêòð;

âñå ÷åòûð¼õýëåìåíòíûå ñïåêòðû äîëæíû èìåòü âèä
{ 0, α, 1− α, 1 }, ãäå 0 < α < 1

2 ; ãèïîòåçà (2002): α = 1
3 .
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×.ó. ìíîæåñòâà

Ëèíåàðèçàöèÿ

×.ó. ìíîæåñòâà: ðàçìåðíîñòü

Ïî òåîðåìå Øïèëüðàéíà ÷.ó. ìíîæåñòâî P ñîâïàäàåò ñ
ïåðåñå÷åíèåì âñåõ e(P) ñâîèõ ëèíåàðèçàöèé. Îäíàêî òîò æå
ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü, âçÿâ çíà÷èòåëüíî ìåíüøåå ÷èñëî
ëèíåéíûõ ïðîäîëæåíèé. Íàïðèìåð, ÷.ó. ìíîæåñòâî P

b c d

a

[
[
[

�
�
�

èìååò øåñòü ëèíåàðèçàöèé, íî P = [ a, b, c, d ] ∩ [ a, d, c, b ].

Ïóñòü P � ÷.ó. ìíîæåñòâî è R = {L1, . . . , Lk } �
ñîâîêóïíîñòü öåïåé òàêàÿ, ÷òî P = L1 ∩ . . . ∩ Lk, òî ãîâîðÿò,
÷òî R ðåàëèçóåò P.
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×.ó. ìíîæåñòâà

Ëèíåàðèçàöèÿ

×.ó. ìíîæåñòâà: ðàçìåðíîñòü...

Îïðåäåëåíèå

Íàèìåíüøåå ÷èñëî ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ, äàþùèõ â ïåðåñå÷åíèè
äàííîå ÷.ó. ìíîæåñòâî P íàçûâàåòñÿ åãî (ïîðÿäêîâîé) ðàçìåðíîñòüþ
(ñèìâîëè÷åñêè dim(P )).

Òåîðåìà (Îðå)

Ïîðÿäêîâàÿ è ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ðàçìåðíîñòè ÷.ó. ìíîæåñòâà
ñîâïàäàþò.

[ 1, 2, 3, 4, 5 ] ∩ [ 2, 4, 1, 3, 5 ]:

� [ a, b, c ] × [ d, e ]
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×.ó. ìíîæåñòâà

Ëèíåàðèçàöèÿ

dim(P) � áîëåå òîíêàÿ îöåíêà ÷.ó. ìíîæåñòâà, ÷åì e(P)

Ðàçìåðíîñòü ... èìåþò:

1 � òîëüêî öåïè;

2 � òðèâèàëüíî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

(ò.å. ðàçìåðíîñòü íå ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê ìåðà

îòëè÷èÿ äàííîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà îò ëèíåéíîãî);

�Zn;

� âñå îòëè÷íûå îò öåïåé ÷.ó. ìíîæåñòâ, ïðè |P | 6 6, êðîìå

3 � s3, sh è shd :

n �Sn.
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×.ó. ìíîæåñòâà

Ëèíåàðèçàöèÿ

Î ðàçìåðíîñòè ÷.ó. ìíîæåñòâà P = 〈P, 6 〉

1 ∅ 6= Q ⊆ P ⇒ dim(Q) 6 dim(P), ïðè ýòîì ïðè óäàëåíèè
îäíîãî ýëåìåíòà åãî ðàçìåðíîñòü óìåíüøàåòñÿ íå áîëåå, ÷åì
íà 1;

2 dim(P+Q) = max { dim(P), dim(Q) }, åñëè õîòÿ áû îäíî
èç ìíîæåñòâ íå ÿâëÿåòñÿ öåïüþ è dim(P + Q) = 2, èíà÷å;

3 dim(P×Q) 6 dim(P) + dim(Q);
4 dim(P) 6 |P |/2 ïðè |P | > 4 (òåîðåìà Õèðàãó÷è).

Òåîðåìà (¾êîìïàêòíîñòè¿)

Ïóñòü P � òàêîå ÷.ó. ìíîæåñòâî, ÷òî ëþáîå åãî êîíå÷íîå ÷.ó.
ïîäìíîæåñòâî èìååò ðàçìåðíîñòü, íå ïðåâîñõîäÿùóþ d. Òîãäà
dim(P) 6 d.

n

4

(
1− c1

log2 n

)
6 dim(P ) 6

n

4

(
1− c2

log2 n

)
.
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×.ó. ìíîæåñòâà

Ëèíåàðèçàöèÿ

d-íåñâîäèìûå ÷.ó. ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå

×.ó. ìíîæåñòâî P íàçûâàåòñÿ d-íåñâîäèìûì äëÿ íåêîòîðîãî d >
2, åñëè dim(P) = d è dim(P ′) < d äëÿ ëþáîãî ñîáñòâåííîãî
÷.ó. ïîäìíîæåñòâà P ′ ⊂ P .

... íåñâîäèìûå ìíîæåñòâà:

2 � äâóõýëåìåíòíàÿ àíòèöåïü (åäèíñòâåííîå);

3 � s3, sh, sh
d + ... � îïèñàíû, ðåãóëÿðíû è õîðîøî èçó÷åíû;

4 � äîñòàòî÷íî ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ è âåñüìà ïðè÷óäëèâû;

t � St (åäèíñòâåííîå 2t-ýëåìåíòíîå) + ...;

êàæäîå t-íåñâîäèìîå ÷.ó. ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ÷.ó. ïîäìíîæåñòâîì
íåêîòîðîãî (t+ 1)-íåñâîäèìîãî.
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×.ó. ìíîæåñòâà

Ëèíåàðèçàöèÿ

Ïðîáëåìà Íîãèíà

Êàêîâî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå π(d, n) ìîùíîñòè ìíîæåñòâà
ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ d-íåñâîäèìîãî n-ýëåìåíòíîãî ÷.ó.
ìíîæåñòâà ïðè d > 4?

Äàííàÿ ïðîáëåìà äî ñèõ ïîð îñòà¼òñÿ îòêðûòîé.

Óòâåðæäåíèå

π(d, n) 6 n− d.
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×.ó. ìíîæåñòâà

Ëèíåàðèçàöèÿ

-
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Àëãåáðàè÷åñêèå ðåø¼òêè

Ðåø¼òêè

Ðàçäåë I

1 Êîíå÷íûå ïîëÿ èëè ïîëÿ Ãàëóà - I

Ïîëÿ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà

Ïîñòðîåíèå ïîëåé Ãàëóà

Ëèíåéíàÿ àëãåáðà íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì

2 Êîíå÷íûå ïîëÿ èëè ïîëÿ Ãàëóà - II

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ïîëÿ Ãàëóà èç pn

ýëåìåíòîâ

Öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà

Çàäà÷è

3 Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè êîäèðîâàíèÿ

Öèêëè÷åñêèå êîäû
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Àëãåáðàè÷åñêèå ðåø¼òêè

Ðåø¼òêè

Ðàçäåë II

Êîäû Á×Õ

4 Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà

Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà äëÿ ðåøåíèÿ
êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

5 ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Ëèíåàðèçàöèÿ

6 Àëãåáðàè÷åñêèå ðåø¼òêè

Ðåø¼òêè
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Àëãåáðàè÷åñêèå ðåø¼òêè

Ðåø¼òêè

×

=
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